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ELOSZO A 7. KIADASHOZ

Orémmel és fajdalommal teszek eleget a megtisztelé felkérésnek, hogy
elészot irjak Péter Rozsa thagmkert aratott Jdték a végtelennel cim( konyvének a
Typotex Kiadonal megjelend (j kiadasahoz. Orémmel, mert a konyvet (termé-
szetesen) én is a matematikai ismeretterjesztd irodalom egyik csticspontjanak
tartom, de ugyanakkor fajdalommal is, hiszen olyasmit teszek, amihez igazaban
csak a kényv szerzdjének volna joga; de hat Ot, sajnos, 1977 éta méar elhunyt
nagyjaink kozott tarthatjuk csak szamon.

Miért remekmd ez a kényv? Erre az a felilletes vélasz, hogy hiszen lefordi-
tottak szamos nyelvre, és e forditasok szamottevo része tobb kiadasban is megje-
lent. A mélyebbre aso valasz azonban arra kisérel meg magyarazatot talalni, vajon a
konyvnek mely tulajdonsagai indokoljak ezt a tényekkel alatamasztott sikert.

Matematikai ismeretterjesztés csak a matematika formalizmusanak teljes vagy
csaknem teljes mellézésével, a logikai szigorisag matematikai mivekben joggal
megkivant lazitasaval, szemléletes képekkel valé helyettesitésével végezhetd haté-
konyan; enélkil nem ismeretterjesztd mu, hanem szakkonyv jon létre, amelyet
csak matermnatikusok, esetleg csak a matematika valamely sztikebb dganak szakértoi
tudnak megérteni és méltanyolni. Aki valoban a nemmatematikus (sot a hajlamanal,
neveltetésénél fogva magat a matematikatol tavolallonak érzé, esetleg éppen a
matematikaval szemben elfogult) olvasé szamara ir, annak mindezeket a mate-
matikai irodalomban meg nem engedett lazasagokat lépten-nyomon alkalmaznia
kell, de ekézben nem szabad a matematikai gondolatokat meghamisitania.

Ahhoz, hogy ez a tojastanchoz hasonlithaté feladat sikeresen megvalositha-
t6 legyen, a szerzének mindazt, amirdl ir, a kutaté tudés mélységéig kell ismer-
nie. El6fordul, hogy valaki, esetleg a legteljesebb johiszemiséggel, megkisérli az
olvasmanyaibél megismert eredményeket kozvetiteni anélkiil, hogy mindezeket
az alkoto tudos azonosulasanak szintjéig magaéva tette volna, s ebbdl ohatatlanul
félrevezetd pontatlanségok jonnek létre. Péter Rézsa konyvének nagyszerﬁsége
éppen abbdl ered, hogy 6 maga alkoté matematikus volt, aki szerelmének tar-
gyat (melyik igazi tudés nem szerelmes az altala muvelt tudoméanyba?) kivanta
(legalabbis a lehetéséghez képest) ismertté és vonzéva tenni a kiviilallok szama-
ra. Természetesen az a kériilmény, hogy Péter Rozsa a matematikai kutatas ak-
tiv miveldje volt, csak egyik sziikséges feltétele az elért eredménynek (nem
minden alkoté matematikus képes ilyen magas szint(l ismeretterjesztésre), de
mindenesetre alapvetéen fontos, nélkiilozhetetlen feltétele a sikernek.

Legyen szabad most egy kissé szubjektivnek lennem. A Jdték a végtelennel
elsé kiadasa, tudjuk, 1945 nyaran jelent meg. En akkor mint késébbi feleségern-
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nek hadifogsagbél éppen hazatért friss vélegénye, megvettem és neki ajanlottam
a kényvet, amely azutan kettdnk egyik kedvenc olvasményava vilt. Belelapozva
az elsé kiadasba, észrevettem egy apré kulonbséget a késobbi kiadasokhoz ke-
pest. Az elsé kiadasban a Bevezetés egyik mondata igy szél: ,En nem azért sze-
retem a matematikat, mert — igy mesélték nekem — alkalmazni lehet a technika-
ban, hanem azért, mert szép." Ez a mondat a negyedik (1969-es) kiadasban igy
hangzik: ,,En nemcsak azért szeretem a matematfkat mert alkalmazni lehet a
technikiban, hanem féleg azért, mert szép.” A szerzé egyébként gondosan és
matematikushoz illé pontossaggal felsorolja az Gjabb kiadasokban mutatkozé val-
toztatasokat, mert hiszen a konyv a matematika legfrissebb eredményeit is be
akarja mutatni az olvasénak, és ezek az ujabb és djabb kiadasok kozott is fejlod-
tek, amit a szoveg (természetesen) figyelembe vett, a bevezetésnek ezt a kis
madositasat azonban nem emliti. Anélkiil, hogy ehhez a hisz évnél régebben el-
hunyt szerzé hozzajarulasat elnyerhetném, legyen szabad feltételeznem, hogy
Péter Rozsanak 1945 és 1969 kozott belsé viszonyulasa véltozott meg a mate-
matika alkalmazasaihoz; amitél | 945-ben még tavol allt, azt 1969-ben mar maga-
énak érezte, s6t — mint a haldla elétt kevéssel megjelent, a matematikai logika-
nak a szamitégéptudomanyban valé alkalmazasairdl sz6l6 monografidjabol kitd-
nik — alkotéan mivelte. '

Ebbél az apro szévegvéltoztatasbol, talan nem talozva, szeretnék egy a ma-
tematika és a valosag viszonyanak (sdlyos filozofiai kérdéseket felveté) proble-
majaig eljutni. A matematikdnak szamos (a régebbi szazadokban szinte vala-
mennyi) kérdéskére a mindennapi élet vagy mas tudoményok felvetette felada-
tok megoldasanak szandékabol eredt. Eléfordul azonban, hogy egy-egy ma-
tematikai kérdés nem kivilrél, hanem a matematika belsé problémaibdl fakadt,
és ilyenkor hosszl ideig Ggy tint, hogy az élettél tavol allo, alkalmazasokhoz so-
hasem vezetd, és ezért sokak részérdl elutasitott gondolatkorrél, esetleg egész
elméletrdl van szé. Aki azonban elég tiirelmes és képes kell6 ideig varni, mindig
rajon, hogy az élettdl elrugaszkodottnak tiné matematikai elmeletek elobb-
utobb megtalaljak alkalmazasukat. Igy volt ez a Péter Rozsatdl elsdsorban miivelt
kérdéskorrel, a rekurziv fliggvények elméletével is, amely indulasakor pusztan a
matematikai logika szempontjabol latszott érdekesnek, de alig néhény évtized
elteltével a szamitogép-tudomany egyik fontos és hasznos fegyverévé vilt. A fej-
I6désnek ezt az allomasat még éppen megérte Péter Rozsa, s (talan éppen
ezért) torolte az ,igy mesélték nekem” félmondatot.

Sok élvezetes percet kivanok az uj kiadas olvaséinak.

Budapest, 1999. aprilisaban
Csaszdr Akos



BEVEZETES

Eszembe jut egy régi beszélgetés, Egy ironk, aki igen kedves emberem,
panaszolta nekem, hogy hidnyosnak érzi miveltségét, mert nem tud mate-
matikdt. A sajit teriiletén érzi ennek a hidnyét, fris kézben. Mert példaul a
koordindta-rendszerre még emlékszik az iskolds matematikdbdl ésezt mir
képben, hasonlatban is felhaszndlta. Ugy érzi, hogy mégsok ilyen felhasznalhaté
anyag van a matematikdban, és a kifejez8képessége szegényebb attél, hogy
nem merithet ebbdl a gazdag forrisbél. De mindez reménytelen panasz,
mert abban bizonyos, hogy a matematikéba nem tudna behatolni.

Ez a beszélgetés azéta sokszor feléledt bennem, gondolatokat, terveket
ébresztden. Hogy itt tennivald van, azt az elsé pillanatra belittam, hiszen
abban, amit a matematika az én szimomra jelent, mindig a hangulati elem
volt a donté és ez bizonyira k&z6s forréds, amibél az iré, a mlvész is merithet.
Eszembe jut egy példa didkkorombdl: Tobb egyetemi tirsammal egyiitt
Shaw egyik szinmivét olvastuk. Ott tartottunk, ahol a hés megkérdezi a
h&sndt: mi a titka, hogy tudja olyan |6l vezetni és megnyernia legnehezebben
kezelhetd embereket is? A hésnd elgondolkozik: Taldn az a magyarizata
ennek, hogy 6 valéjiban egy kicsit tavol van mindenkitél. Erre a felolvasd
térsn8m ( Benké Ica) felkidlt: ,,Ez ugyanaz, mint a ma tanult matematikai
tétel!” A matematikai kérdés ugyanis ez volt: |ehet-e egy ponthalmazhoz
egy kiviil fekvépontbdl Ggy kozeledni, hogy egyszerre valamennyi pontja-
hoz kozeledjiink ? A felelet: Ennek az a feltétele, hogy a kiviil fekvé pont elég
messze essék az egész halmaztdl:
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innen nem lehet, mig egyes pontokhoz innen mar lehet.

kozelediink, a tébbitél tivolodunk;
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Az fro masik allitasat: hogy nem tudna behatolni a matematikdba, példaul
sohasem tudnd megérteni a sokat emlegetett differencidlhdnyados fogalmat,
nem akartam elhinni. Megprébaltam széttagolni e fogalom bevezetését a le-
hetd legegyszeriibb, viligos |épésekre. A vdlasz nagyon meglepd volt: A ma-
tematikus el sem tudja képzelni, hogy a laikusnak a legegyszer(ibb képlet is
milyen nehézségeket okozhat. Ahogyan a pedagdgus sem érti, hogy lehet az,
hogy a nebulé mar huszadszor silabizilja, hogy b...a...b és még mindig
nem latja, hogy babrél van szd; itt pedig nem is babrél van szé.

Ez ismét nagyon elgondolkoztatd tapasztalat volt szimomra. Mindeddig
azt hittem, hogy a k6zénség matematikai téjékozatlansdginak az az oka, hogy
senki sem frt jo népszer( konyvet, példdul a differencidlszdmitdsrél,a nagyko-
z6nség szadmara, Hiszen az érdek|&dés szemmel lathatéan megvan, a kozonség
valosdggal szétkapkodja, amit e nemben juttatnak neki, de hivatisos matema-
tikus mindeddig nem Irt ilyen konyvet, lgazi szakemberre gondolok, aki
pontosan tudja, hogy milyen mértékben lehet leegyszeridsiteni valamit, anél-
kiil, hogy ez hamisitas volna, aki ért ahhoz, hogy ne a régi keseri orvossagot
adja be valami tetszet&s tédlalasban (hiszen az iskolas matematika a nagy tobb-
ségnek keser( emléke), hanem magdt a lényeget tudja annyira megvilagltani,
hogy egészen szembeszokévé vilik, és aki maga is ismeria matematikai alkotas
oromét, ez ad az frasdnak olyan lendiiletet, hogy az olvasét is magédval ragadja.
Most mér kezdem azt hinni, hogy sokak szimdra még azigazi népszer(i kényv
sem lesz hozzaférhetd.

Talin éppen ez a d6ntd matematikustulajdonsag: az Gt keserves voltinak '
vallaldsa. ,,A matematikahoz nem vezet kirdlyi it" - mondta Euklidész az
érdeklédé uralkodénak - ezt kiralyok szimara sem lehet kényelmessé tenni.
Feliletesen nem lehet matematikat olvasni, a kényszer(d absztrakcié mindig
bizonyos onkinzdssal jar, és matematikus az, akinek ez az énkinzds Srémet
okoz. Még a legjobb népszeril konyvet is csak azok fogjak kévetni tudni, akik
egy bizonyos fokig vallaljak ezt. Akik véllaljak a keserves silabizilist mindad-
dig, mig a képlet értelme meg nem viligosodik eléttiik,

n nem ezek szamdra frok most. Képletnélkili matematikat irok, vala-
mit abbdl a bizonyos kozés hangulati forrasbol. Nem tudom, sikeriilhet-e ez
a vallalkozas. A képlettel a matematika egyik lényeges jegyérdl mondok le;
hogy a forma a lényeghez tartozik, azt iré és matematikus egyardnt tudja.
Képzeljiik el, hogyan lehetne egy szonett hangulatac kifejezni a szonettforma
nélkiil. Mégis meg akarom kisérelni: hacha atmenthetd igy is valami az igazi
matematika szellemébdl,

Egy konnyitést nem fgérhetek: egy-egy fejezetet olvasatlanul atlapozni,
késobbre halasztani, vagy csak feliiletesen futni dt: nem szabad. Matematikit
csak téglanként lehet felépiteni: itt egyetlen sz6 sem felesleges, minden ko-
vetkezd részlet az elézére éplt, ha ez itt nem is annyira szembeszokd, mint
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egy unalmasan szisztematizdlé konyvben. A kevés utasitdst is kovetni kell:
igazan ranézniaz abrara, valéban prébalgatni egy egyszer( rajzot vagy szamo-
last, ha itt-ott erre kérem az olvasot. Viszont engesztelésil megigérem, hogy
nem lesz unalmas.,

Az iskolas matematikdbol semmit sem fogok felhaszndlni; a szamlalassal
kezdem és el fogok jutni a matematika legmaibb agdig: a matematikai logi-
kaig.



ELSO RESZ
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1. JATEK AZ UJJAKKAL

Kezdjiik el6lrél. Nem matematikatérténetet frok; ezt kiilonben is csak
frasos emlékek alapjin tehetném, és hol van mir az elsd [risos emlék a kez-
dettdl! El kell képzelniink az 6sembert, a maga primitiv kornyezetében,
amint szamlalni kezd. Ebben az elképzelésben mindig segitségiinkre van az a
primitiv emberke, aki a szemiink eldtt fejlédik kultdremberré: a kisbaba,
aki a viliggal és ebben sajit testével ismerkedik, a tiz ujjacskdjival jatszik.
Lehet, hogy az ,.egy”, ..kettd", ,,hdrom”, ,négy” csak rovidités ahelyett,
hogy ..ez elment nyuldszni”, ,.ez meglitta", ,,ez meglétte”, , ez megsiitotte”
stb. és ez nem is tréfa: egy orvostdl hallottam, hogy vannak olyan agysériil-
tek, akik nem tudjék az ujjaikat megkiilonboztetni, és ezzel mindig egyittjir
a szdmoldsi készség kiesése is; ez a tudat ali jutott kapcsolat tehdt még a kul-
tiremberben Is elszakithatatlanul szoros. En fgy képzelem: a matematika
egyik forrisaazember jatékos természete, és éppen ezért nemcsak tudomany
a matematika, hanem legalabb ugyanolyan mértékben mlvészet is.

Ugy gondoljuk, hogy a szamlalds mir kezdetben célszerl tevékenység
volt: taldn a tulajdondt akarta Ggyszdmon tartani az &sember, hogy meg-
szamlilta, hiny dllatbére van. De elképzelhetS, hogy valami mégikus szer-
tartis is volt a szdmlalds, hiszen ma is litjuk, hogy a kényszerneurotikusok
gyakran haszniljdk migikus rendszabily gyanint, amellyel bizonyos meg nem
engedett gondolatokat akarnak izoldlni; példaul 1-t8l 20-ig kell szdmolni,
csak azutdn szabad valami misra gondolni. Akér fgy, akdr amigy, dllatbérokre
vagy egymast kovetd idékozokre vonatkoztatva, a szamlilds mindig azt jelenti,
hogy még eggyel tilmegyiink a mir meglevén, a tiz ujjon is téljuchatunk,
és igy létrejon az ember elsé nagyszerd matematikai alkotasa, az

1,2 304, 5,:6: 7, 809,10, 1754

végtelen szamsorozat, az Ugynevezett természetes szamsor, Végtelen, mert
barmily nagy szamon tl is lehet még eggyel tovabbszdmlalni. Nagy absztrak-
cioképesség kellett a megalkotdsihoz, hiszen ezek a szdmok csak drnyai a
valésagnak: példdul a 3 it nem 3 ujjat, 3 almit, 3 érverést stb. jelent, hanem
azt, ami mindezekben kozos: a bel&lik absztrahalt szimukat. A nagyon nagy
szimokat pedig mar nem is a valésdgbol absztrahdlta azember, hiszen egy
millidrd almic senki sem latott, egy millidrd érverést senki sem szamlalc
meg; ezeket a szimokat mar csak a valésigeredetd kis szimok analégidjara
képzeljik el: képzeletben lehetne mind tovibb és tovibb szimlaini a mind-
eddig megismert szamokon tdl.

Az ember nem éri be a szamldlassal. Ha mas nem, hit az ismétlés Grome
tdlviszi ezen. Jol ismerik ezt a koltdk is: a vissza-visszatérést ugyanahhoz a
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ritmushoz, ugyanahhoz a csengéshez. Eleven dolog ez: a kisgyerek sem unja
meg a jatékot; a fasult felnStt mér régen tehernek érzi, mikor 8 még mindig
Ujra meg Gjra dobnd a labdat.

4-nél tartunk? Szdmléljunk tovdbb még 1-gyel! No még 1-gyel! No még
1-gyel! Hova jutottunk? 7-hez; ugyanoda, mintha mindjirt 3-mal szimlaltunk
volna tovabb: felfedeztiik az Gsszeadast:

44141 4+1=443=7.

Most jatsszunk tovdbb ezzel a mdvelettel: adjunk 3-hoz még 3-at és
még 3-at és még 3-at! ltt mar 4-szer adtunk &ssze 3-at, ezt réviden igy is
mondhatjuk: 4-szer 3 az 12, jelekben:

J43 343 =431

ezt pedig mar szorzisnak nevezik.
Ha mar benne éliink az ismétlés 6romében, nehéz abbahagyni, hiszen
a szorzéssal ugyanigy jitszhatunk tovabb: szorozzuk 4-et 4-gyel és még 4-
gyel, lesz
4.4.4 — 64.

A szorzisnak ezt az ismétlését, ,iterdcidjat”, hatvinyozisnak hivjik.
Azt mondjék, hogy itt 4 az ,,alap”, és a jobb felsé sarkaba irt kicsi szammal,
az n. ,,kitevével” jelezziik, hogy hiny 4-est kell szorozni; e jeloléssel tehat

4 —4.4.4 — 64,

Amint lithato, ezek az eredmények egyre nagyobb szimok: 4.3 tobb,
mint 4 4+ 3 és 4% a 4.3-ndl is joval tobb. A vidim ismételgetés j6 magasra
lendit fel minket a nagy szimok kozé. Még inkabb igy lesz, ha még a hatvé-
nyozast is iterdljuk: hatvinyozzuk 4-et 4-nek a 4-ik hatvanyira:

4% —4.4.4.4 — 64.4 — 256
és erre kell hatvinyozni 4-et:
448 __ 4256 __4.4.4...

nekem mar tovabbirni sincs tiirelmem, hiszen 256 4-est kellene ideirnom,
hit még valéban elvégezni a szorzast! Elképzelhetetlen nagy szim lenne az
eredmény, gy, hogy inkdbb elévessziik a jozan esziinket,és barmily szép is
Gjra meg Gjra iterdlni, a hatvdnyozds iterciojit mégsem vezetjiik be elfoga-
dott miveleteink k&zé.

Talén ez az igazsdg: az emberi szellem megjatszik minden kindlkozé jité-
kot, de maradanddvi csak az vdlik e jatékok koziil, amit a jézan ész célszerii-
nek ftél,



1. JATEK AZ U)JAKKAL 74

Az osszeadas, a szorzas és a hatvdnyozds nagyon hasznosnak és célszerd-
nek bizonyult az ember jozan tevékenységeiben is, ezért mindorokre polgar-
jogot nyertek a matematikaban, Megallapitottak mindazokat a tulajdonsagai-
kat, amik megkonnyitik a szamolast; példaul nagy konnyités, hogy 7-28 nem-
csak 28-nak 7-szeres osszeadasival szamithaté ki, hanem Ggy is, hogy két tagra
szétbontva szorozzuk : 7-20 és 7.8 elég konnyen kiszamithatd, és azt sem
nehéz megillapitani, hogy mennyi 140 - 56, Aztin meg hosszi oszlopok
osszeaddsakor milyen jo tudni, hogy semmilyen sorrendvéltoztatds sem rontja
el az eredményt, mert ennélfogva pl. ezt: 8 4 7 | 2, Igy végezhetem el:
‘8 | 2 ==10 és 10-hez mar kénnyl 7-et hozzdadni; igy a kellemetlen 8 4 7
osszeaddst ravaszul elkeriiltem. Csak jol végig kell gondolni, hogy az 6ssze-
adas tulajdonképpen tovabbszamlaldst jelent annyival,amennyia széban forgd
osszeadandd, és akkor vilagossa valik, hogy a felcserélés nem valtoztat az
eredményen. Ugyanezt egy kicsit nehezebb a szorzasrol is elhinni, hiszen
4.3 ezt jelenti:3 3 +4-3 - 3es3-4ezt:4 | 4 4 4, ésazigazan nem maga-
tol értetéds, hogy

34+3-+34+3=41+4+14

De ez rogton vilagossa valik, ha lerajzoljuk. Rajzoljunk 4-szer 3 ilyen helyzetii
pontot . . . egymas ala:

Mindenki latja, hogy ez ugyanaz, mintha 3-szor 4 ilyen helyzetd pontot

rajzoltunk volna egymas mellé. Tehat 4.3 — 3.4, ezért nevezik a matema-
tikusok a szorzandot és a szorzot kozos néven: tényezéknek.
Hogy a hatvanyozas térvényeibdl is kiragadjak egyet:

4.4.4.4.4 — 45,

— —

Ha a sok szorzisban elfiradok, tarthatok egy kis pihenét: az elsé hirom 4-es
szorzata 4%, hdtra van még 4%, tehat

43.42 =45,
Az eredmény kitevdje 5, ez éppen 3 - 2, tehit 4-nek két hatvinyat egysze-
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rien gy szorozhatjuk egymassal, hogy a kitevdiket osszeadjuk. lgy van ez
mindig, pl.:
54.5*.5% -5.5.5.5.5.5.5.5.5 57

——  — ———

ésitt 9 éppen 4 + 2 4 3.

Gondoljunk csak vissza a befutott dtra: minden mivelethez a szimlalas
vezetett el. Persze fel lehetne vetni, hogy hol marad hit a kivonds? Az osztds?
De ezek nem egyebek, mint az eddigi m(veletek megforditdsai (ugyanigy a
gyokvonds és a logaritmus Is). Mert példdul 20:5 azt jelenti, hogy mér isme-
rem egy szorzis eredményét, ez 20, és keresem azt a szimot, amit 5-szér
véve 20-at kaptunk eredményiil. Ebben az esetben sikeriil taldlni ilyen szimot,
hiszen 5.4 — 20, de nem mindig kénny( megkeresni ezt a szimot és nem is
mindig van ilyen; pl. 23-ban az 5 mér nincs meg maradék nélkiil, mert 4.5 =

=20 még kevesebb, 5.5 = 25 mér tébb 23-ndl, tehdt kénytelen vagyok
beérni a kisebbikkel és azt mondani, hogy 23-ban is 4-szer van meg az 5, de
marad 3. Az ilyesmi mindenesetre tobb fejtérést okoz, mint a mi vidam itera-
ciéink; a forditott miveletek rendszerint keserves miveletek. Eppen ezért
kedvelt tdmadasi pontjai a matematikus kutatisnak, hiszen a matematikus
tudvalevéen az az ember, aki 6romét leli a nehézségekben. A forditott mi-
veletekre tehit még vissza kell majd térnem a tovabbiak soran.

2. AMUVELETEK LAZGORBEI

Lattuk, hogy a miveletek iteraciéi mind magasabbra lenditenek benniin-
ket a nagy szamok korébe. Erdemes egy kicsit elgondolkozni azon, hogy
milyen magassigokba.

Hatvinyoznunk kell példiul, amikor a kocka kobtartalmit akarjuk ki-
szamitani. Egy kicsi kockdt kineveziink egységnek és az a kérdés, hogy a
megmérendd nagy kockdba hany ilyen kicsi kocka fér bele. Legyen pl. egy
kobcentiméter az egység, vagyis egy olyan kicsi kocka, melynek hosszisiga
is, szélessége is, magassiga is 1 cm:

lem

z
% M
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Rakjunk ilyen kicsi kockdkbol négyet egymis mellé, kapunk egy ilyen sort:

Azutdn négy ilyen sort rakva egymas mellé, kialakul egy ilyen réteg:

ebben 4.4 — 42 kocka van. Végre négy ilyen réteget rakva egymas folé, egy
nagy kocka keletkezik:

~
[~
B

[~ —
h\..--""
N1

et g

L

N

ésez4-4.4 — 4 — 64 kis kockdbal all.

Forditva, haa nagy kockébol indulok ki, melynek hosszlsaga is, szélessége
is, magassiga is 4 cm, akkor ebbe 4® kébcentiméter fér bele; és dltaliban Ggy
kapjuk meg egy kocka kébtartalmit, hogy az egyik élét a harmadik hatvanyra
emeljiik. Ezért nevezik a harmadik hatvinyt kobnek is.* Ennek a hatvanyo-

* Ismerem a pedagogusok ellenvetését: Ggy kellett volna mondanom, hogy a kib-
tartalom mértékszamit megkapom, ha egy él mértékszimit kébre emelem. De ilyen szér-
szdlhasogatdssal igazén nem akarom untatni az olvasét. Sulyosabb dolog is van itt, amin
itsiklottam: az a kérdés, hogy lehet-e birmilyen kocka éleit cm-ekben kifejezni. Erre

még vissza fogok térni.
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zisnak azutén az az eredménye, hogy aranylag elég rovid élG kockanak oridsi
lesz a kobtartalma, Pl. 1 kilométer nem is olyan nagy hosszisig, mindenki
el tudja képzelni, ha arra gondol, hogy a Nagymezd utca kb. 1 kilométer
hosszd. De ha akkora kockit épitenének, hogy az egyik éle éppen a Nagy-
mezd utca volna, ennek mér akkora lenne a kobtartalma, hogy beleférne
az egész emberiség. Aki nem hiszi, szamoljon uténa: mondjuk, hogy 2 méter-
nél magasabb ember nincs, tehit 2 méterenként hiznink egy-egy padlét, igy
az 1 kilométer, azaz 1000 méter magassagban 500 emelet fér el. Ha ezeket a
padlékat hosszisagukban is, szélességikben is 1 méteres sivokra osztjuk, igy:

Im im

akkor egy-egy hosszmenti savban 1000 négyzet keletkezik és1000ilyen hossz-
menti sdv jon létre osszesen, tehat 1000.1000 1 000 000 ilyen négyzet van
egy-egy padlon. Minden négyzet hosszisaga is, szélessége is 1 méter; 4 embert
biztosan rd lehet dllitani egy ilyen négyzetre, ketten egy-egy kisgyereket is
tarthatnak a karjukon, tehdc egy-egy emeletre 1 000 000-szor 6, azaz 6 millié
ember elég jol begyomoszélhets. Az 500 emeletre tehit 500-szor 6 millio,
azaz 3000 millio, vagyis 3 millidrd, ennyi ember pedig még nem is élt a Fol-
don, amikor nekem meséltek errél a kockaral.

Pedig a kocka kobtartalmanak kiszamitasakor még csak a harmadik hat-
vany szerepel; nagyobb kitevé még sokkal rohamosabban visz folfelé a szimok
sordban. Ez alapos meglepetést okozhatott annak a fejedelemnek, akitél a
sakkjdték feltaldléjaszerényen csak néhany blzaszemet kért jutalmul : 64 mezés
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sakktdbldjanak elsé mez&jére 1-et, a misodikra 2-szer ennyit, azaz 2-t, a har-
madikra ismét 2-szer ennyit, azaz 2.2 = 2% = 4-et és fgy tovabb. Eleinte
valéban szerénynek tilnik ez a kérés, de amint elérehaladunk a mezdkon.
2-nek mind magasabb hatvinyai keriilnek sorra, végiil is

1424224284148 ... 420

buzaszemrél van sz6 (a kozbeesd hatvdnyokat is tessék odagondolni, nem volt
tirelmem mind a 64 6sszeadando lefrni),és ha valakinek kedve van kiszdmi-
tani, hogy ez mennyi, annyi blzit fog eredményiil kapni, amivel az egész
foldfeliletet be lehetne vonni csaknem 1 ecm magas rétegben.

Ezek utin mdr nem is meglepd, hogy a hatvinyozis iterdciéja milyen
magassdgokba ragad; csak egyet emlitek még az érdekesség kedvéért: meg
lehet becsiilni, hogy 9°" akkora szdmot ad eredményiil, hogy annak puszta
lefrasdhoz 18 ezer kilométer hosszd papirra volna sziikség (félcentiméteres
szélességl szamjegyeket frva), 9" értékének pontos kiszamitisihoz pedig
egy emberélet sem volna elegendd.

Amint elolvasom, amit eddig frtam, magamnak is feltdnik, hogy csupa
ilyen kifejezést haszniltam: egy bizonyos miivelet ,,magasra lendit”, , folfelé
visz", ,.magassagokba ragad' a szimok sordban, holott a szimok sora egy
vizszintes

T B A B

sor, jog szerint csak annyit mondhatnék, hogy jobbra, legfeljebb még azt,
hogy elére megyek a nagy szimok felé. A kifejezést mdr a hangulati elem be-
folydsolta: egyre nagyobba vilni, az névekedést jelent, a névekedés pedig a
felfelétorés érzésér kelti benniink. A matemarikus konkrét formaba is &nti
ezt az érzésér: elképzeléseit igen gyakran kiséri rajzzal,és a rohamos néveke-
dés rajza a meredeken folfelé t&ré vonal,

A betegek j6l ismerik az ilyen rajzot: tudjik, hogy csak egy pillantdst
kell vetni a lazgorbéjiikre, és ez eldrulja a betegség egész lefolydsat. Tegyiik
fel, hogy a szabilyos idékozokben mért hémérsékletek ezek voltak:

387, 38,57 39°, 39°, 38°,:38.5° 37°,365°,

akkor ezeket Ggy abrazoljik, hogy el8szér is rajzolnak egy vizszintes vonalat
¢és ezen egyenld tavolsigokkal abrizoljak az egyenld id6kozoket:

7 & & 6 7 @

azutdn egy bizonyos tivolsagot elneveznek egy foknak, és minden idéponttdl



22 . 1. A BOVESZINAS

folfelé (az emelkedd ldznak megfelelden)® rajzoljik e tdvolsig annyiszorosit,
ahany fok volt a széban forgd idGpontban a beteg h&mérséklete. De nem is
kell ilyen hosszd vonalakat hizni, hiszen 36° ald sohasem szillt betegiink hé-
mérséklete, tehdt abban is megéllapodhatunk, hogy a vizszintes vonal magas-
saga mér a 36°-nak felel meg, és ezen feliil kell még sorra

2. 253,39, %25 1, 05
fokot felrajzolni. Igy ezt a képet kapjuk:

1 fok 3 3

25 25
2
1 fok [ 1
05 560
1 2 3 “ 5 6 7 4
és ha a felrajzolt vonalak végpontjait &sszekdtjiik :
36°

1 2 3 4 5 6 7 8

Az igy nyert lizgorbe mindent elbeszél. A folfelé toré vonalak a ldz emelke-
désérdl, a lefelé es6k az aldszillisdrdl adnak szdmot, a vizszintes darabon
stagnélt a betegség; az emelkedés eleinte egyenletes volt; erre vall, hogy az
elsé két vonaldarab egyenlen meredek £s [gy ezek egy egyenesbe esnek; egy
kis visszaeséstdl eltekintje a 6-ik lazméréskor, a gydgyulis elég rohamos volt:
a vonal esése a 6-ik és a 7-ik ldzmérés kozt igen meredek, meredekebb, mint
birmelyik emelkedés.

* A ,.folfelé” tulajdonképpen itt is csak képletes beszéd: a vizszintesen fekvé papi-
roson esakis vizszintes vonalakat lehet hizni. Mégis ugy érezziik, hogy egy Ilyen Irdnyu
vonal: |folfelé halad.
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Semmi akadélya sincs annak, hogy ugyanigy megrajzoljuk mdveleteink
lazgorbéit is.

Mar magukat a szdmokat is szokds 4brézolni, egy Ugynevezett szimvona-
lon: egy egyenesen, amelyen felvesziink egy tetszés szerinti kiindulépontot,
ezt 0-nak nevezziik, és innen kezdve egyenl8 tivolsdgokat mériink egymis
mellé, egy-egy ilyen tévolsiggal szimlilunk tovibb:

0 1 2 3 & 5 6 ...

Aki kényelmes a szimoldshoz, az egy ilyen szémvonalon géplesen Is elvégez-
heti a mdveleteket: ha példdul 2 + 3 volna a kijelélt mdvelet, akkor a 2-estél
hirom lépéssel kell csak jobbra mennie,és ott mindjirt leolvashatja az 5-6s
eredményt. 5 — 3 esetén az 5-6s5t8l balfelé kell haladnia 3 lépéssel, s. I, t.;
ez csak mis kivitele a kisiskolds szdmolégépnek, amelynek ridjain eltolhatéd
gombdkkel lehet gépiesen szdmolni.

De most lépjiink ki a vizszintesbsl, folfelé. Induljunk ki egy bizonyos
szambdl, példaul 3-bdl,és nézziik meg, hogy hogyan novekszik ez, ha sorra
1-et, 2-t, 3-at, s. [. t. adunk hozz4, illetSleg, ha sorra 1-gyel, 2-vel, 3-mal
szorozzuk, végre, ha az elsé, masodik, harmadik hatvinyra emeljiik (hatvinyra
.emelni": ebben a kifejezésben is megvan a felfelé mutatds).

Kezdjiik az 6sszeaddson. Az egyik 6sszeadandé mindig 3, a viltozo masik
dsszeadandot fogom a vizszintes vonalon 4brézolni és folfelé a megfeleld &ssze-
get.

34+1=4
34+2=5
343=6
3 4-4=7,

tehdt az Ssszeadds lazgorbéje, ha 1 egészet vizszintesen egy ilyen: — —y
és folfelé egy ilyen: | tdvolsiggal dbrizolunk:

Itt minden &sszek6td vonaldarab egyetlen egyenesbe esik: az Gsszeg egyen-
letesen ndvekszik, ha az egyik dsszeadanddjit noveljiik.
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Szorzids esetén:

o W
oW =
' Il
w0 oW

Lithatd, hogy a szorzat is egyenletesen novekszik, ha az egyik tényezdjét
noveljiik, de jéval rohamosabban, mint az 6sszeg: az itt kapott egyenes j6val
meredekebb.

Végre, ha hatvdnyozunk:

3t—3
¥=3.3=29
3=3.3.3 =27

A hatvény mar nem is egyenletesen, hanem
egyre rohamosabban névekszik; 3 mir el sem
férne ezen az oldalon, Ez a hittere annak a min-
dennapos széldsmédnak, hogy valamilyen hatis
whatvdnyozottan érvényesil”.
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Ugyanigy készithetS el a forditott miveletek lizgorbéje is, példiul a
kivonisé:

3—1=2
321 m
3—3=0 ! 2 3
ez lefelé halad6 egyenest ad, a kiilonbség tehdt egyenletesen csokken, ha a
kivonandot noveljiik.

Az osztis kényes mivelet; annak a lizgérbéjére is csak késébb térek
vissza.

Még csak annyit jegyzek meg, hogy amit mi itt csindltunk, azt a matema-
tikus gy nevezi: fiiggvények grafikus dbrazoldsa. Az osszeg fiigg attdl, hogy
hogyan vilasztjuk meg a viltozo &sszeadandodjat; ezt Ggy fejezik ki, hogy az
dsszeg a viltozd dsszeadandonak fiiggvénye, és ennek a fiiggvénynek a nove-
kedését abrizoltuk. Ugyanigy fliggvénye a szorzat a viltozé tényez8jének, a
hatvany a kitev8jének s. [. t. Mar a legelsé miveleteknél figgvényekkel keriil-
tiink szembe; &sszefiggéseket fogunk vizsgélini a tovdbbiakban is: a fiigg-
vényfogalom az egész matematikai mi gerince.

3. A VEGTELEN SZAMSOR PARCELLAZASA

De messzire jutottunk az ujjakkal valé jatéktdl! Mér szinte el is felejtet-
tik, hogy 10 ujjunk van. De csak azért, mert nem akartam az olvasét sok
szamoldssal farasztani. Masképp mér rég észre kellett volna vennie, hogy
akérmilyen nagy szdmot frunk is le, mind&ssze 10 kiilonbozé jelet hasznélunk
fel, ezeket:

0,1, 2, 3, 45,6, 7, 8 9.

Hogy lehet pusztan 10 jellel a végtelen sok szdm barmelyikét lefrni? Ugy,
hogy a végtelenségig egyhanglan tovany(lé szamsort parcellazzuk, koriilzdr-
juk egy-egy részletét: amint 10 egységet megszémldltunk, azt mondjuk, hogy
ennyit még egy pillantassal 4t tudunk fogni, fogjuk ezeket egy csokorba és
nevezziink egy ilyen csokrot G néven; a tiz egyes egyiittes neve: 1 tizes.
10 egyforintost is felcserélhetiink egyetlen tizforintossal. Most mir nagyobb
lépésekben szdmlilhatunk tovabb: tizesenként haladva elére, tiz tizest ismét
osszefoghatunk, pl. dtkéthetjiik egy szalaggal, melyre réirjuk, hogy ,,1 szdzas".
Ezt folytatva, 10 szdzast 1 ezressé, 10 ezrest 1 tizezressé, 10 tizezrest 1 szdz-
ezressé, 10 szdzezrest 1 milliéssa foghatunk dssze. Igy valéban minden szdm
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felirhaté az emlitett 10 jel segitségével: amint 9-en talhaladunk, ismét 1-et
irhatunk, csakhogy 1 tizest, az ezutdn kovetkezd szdm 1 tizesbdl és 1 egyesbél
ill, tehic két 1 jel segitségével leirhatd s. I. t. Igy azonban a , tizes", , szazas"
és hasonlo szavakat is alkalmaznunk kell irds kozben. Egy iigyes otlet ezeket
is feleslegessé teszi: a bolt pénztirosa fidkjinak kiilénbozé rekeszeibe teszi
az egyforintosokat, a kétforintosokat s. I. t., jobb kéz feldl az aprépénzt,
amihez sokszor kell nydilnia, amikor visszaad, és bal felé haladva egyre na-
gyobb pénzegységeket. A pénztiros keze dgy megszokja ezt a beosztist,
hogy odanézés nélkil is mindig tudja, milyen pénzdarabot vesz ki pl. a har-
madik rekeszbdl. Mi is megillapodhatunk az egyesek, tizesek, szazasok helyé-
ben. Jobb felSl irjuk az egyeseket, azutin bal felé haladva sorra az egyre na-
gyobb egységeket: a misodik hely a tizeseké, a harmadik a szizasoké. Igy a
szavakat el is hagyhatjuk, mert a szimjelek értékét a helyiikrdl is felismer-
hetjiik; ezeknek helyi értékiik is van:

354

4 egyesbdl, 5 tizesbdl és 3 szdzasbol all. Ezt fejezik ki dgy, hogy mi a tizes
szamrendszert hasznéljuk.

De igazin nem lett volna semmi akadilya sem annak, hogy 10-nél elébb
vagy késébb dlljunk meg. Hallottam primitiv népekrél, akiknek a szamolasi
tudomdnya ennyibdl dll: egy, kettd, sok. Az & szamukra is készithetiink
szimrendszert: fogjuk Ossze a szimokat kettdnként. lte tehit mir 2 egyes
Gj egységet ad: 1 kettest, 2 kettes ismét (] egységet: 1 négyest, 2 négyes 1
nyolcast s. [. t. és ebben a kettes szimrendszerben mér két jel:

0,1

is elég ahhoz, hogy barmilyen szimot felirjunk. Legkénnyebben igy lehet ezt
belitni: tegyiik fel, hogy ilyen pénzeink vannak:

OHO@ -

széval a kettes szdmrendszer egységei szerepelnek, mint pénzegységek; ho-
gyan lehet a legkevesebb pénzdarabbdl 11 forintot &sszedllftani? Viligos,

hogy ez a 3 darab:
D@ -
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egyitt 11 forintot ad, és kevesebb pénzdarabbdl nem is lehet 11 forintot
osszerakni. Hasonldan

Fi
9 forintot,
OIOI0NO

15 forintot ad Osszesen; tessék probalgatni, hogy 1-tél 15-ig minden szidm

ugy rakhaté ossze @@ ) @
-bol, hogy mindegyi-

kiiket legfeljebb egyszer hasznaljuk fel: tehat vagy O-szor, vagy 1-szer. (16-ot
mir nem sikeriil igy 6sszerakni, de ez nem is csoda, hiszen 2-8 -~ 16 lévén,
1 tizenhatos éppen a kovetkezd egység.) Az (1.) példa szerint tehdt a kettes
szamrendszerben 11 igy frhat6 fel:

1011,

hiszen ez itt 1 egyest, 1 kettest, 0 négyest és 1 nyolcast jelent és ezek egyiitt-
véve valéban 11-et adnak; hasonldan az olvashaté ki a (2.) és (3.) példankbdl,
hogy 9, illetéleg 15 a kettes szimrendszerben fgy irhatok fel:

1001, illetsleg 1111.

Tehat valéban beérhetjiik itt két jellel, Forditva is érdemes gyakorolni:

Akettes szaimrendszerteli 11101 = 1 egyes + 1 négyes - 1 nyolcas -}
1+ 1 tizenhatos =1 -+ 4 - 8 - 16 = 29 a tizes szimrendszerben.

Mire j6 a szimrendszerek hasznilata? Minden mivelet hasonlithatatlanul
konnyebb lesz, ha ilyen rendet tartunk a szimok kozt, és példiul egyesekhez
egyeseket, tizesekhez tizeseket adunk Gsszeadaskor; a pénztiros sem ossze-
vissza olvassa meg este a bevételt, hanem az egy-egy rekeszben levé egyenld
pénznemeket kiilon szimlilja meg, azutdn Gsszegezi az eredményeket. A ké-
nyelem sokszor visszatérd fontos szempont a matematika fejl6désében. A leg-
kényelmetlenebb miivelet az osztds, bizonyara az ezzel jaré kinlédas adta az
elsd I6kést a szimsor parcellizisihoz is. Milyen kellemes osztasok azok, ame-
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lyek maradék nélkiil végezhetSk el! Vannak kedves, derék szimok, amelyek-
ben sok-sok mas szdm van meg maradék nélkul. llyen pl. a 60:

1.60
2.30
320
iy "]4.15

512
6-10,

tehit 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 mind maradék nélkiil vannak meg
60-ban. Ha tehit e 12 szam valamelyikével akarunk osztani (bdr az 1-et kar
bevenni kozéjiik, ez szerencsére se nem szoroz, se nem oszt), akkor emlé-
kezziink vissza arra, hogy az osztand6hoz is (mint minden szimhoz) 1-esekkel
valé szamldlds Gtjdn jutottunk; most tehdt szamldljunk kilon 60-at ezekbdl
az 1-esekbdl, majd ismét 60-at, amig csak lehet; e 60-asok osztasa jatszi kony-
nyedséggel elvégezhetd és kiviilik még legfeljebb 59 marad, tehdt nem nagy
szdm; ennek osztdsdra mar raszanhatjuk magunkat, ha lesz is maradék. Ebbél
a szempontbél tehdt 60-anként kellene Gsszefogni a szémokat, és a régiek a
maguk csillagiszati tevékenységében, ami sok kellemetlen osztdst kivant
meg, valéban a 60-as szimrendszert vezették be a szégek és az idé mérésére:
egy teljes korivnek ma is a 6-60 = 360-ad részét nevezziik 1 foknak, 1 fok
60 percre, 1 perc 60 masodpercre oszlik,és ugyanilyen az éra beosztdsa is
percekre és masodpercekre.

60 azonban arinylag nagy szam, nem elég kényelmes dolgozni vele. A tiz
koriili szimok koziil 12-nek van a legtébb osztdja:

1-12
12496
|3.4,

1,2, 3, 4, 6,12, ez hat osztd, mig 10 csak négy szimmal oszthaté maradék
nélkiil: 1-gyel, 2-vel, 5-tel és 10-zel. Vannak is nyomai a 12-es szdmrendszer
hasznéalatanak: az év 12 hénapbdl, a tucat 12 darabbél 4ll. Hogy mégis a tizes
szamrendszer kerekedett feliil, az arra vall, hogy az ujjakkal valé jaték erd-
sebben befolydsolja az embert, mint a célszeriiség. A francidk még arra is
emlékeznek, hogy valamikor a ldbujjaikkal is el lehetett jdtszadozni: csak
olyan ember nevezheti a nyolcvanat ,,négyszer hisz"-nak (quatrevingt), aki
a hilszas szimrendszerhez szokott valaha.

De mi most mér szorftkozzunk a tizes szimrendszerre, és nézziik meg,
hogy ez milyen elényoket jelent az osztds szdmara.

Elsésorban persze akkor jelent elényt, ha 10 valamely osztdjaval akarunk
osztani: 2-vel, 5-tel, vagy magaval 10-zel. Ezek megvannak maradék nélkiil
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10-ben, tehdt 2-10-ben, azaz 20-ban, 3.10-ben, azaz 30-ban is, gy az Gsszes
tizesben, 10.10-ben, azaz 100-ban is, de ennélfogva 2-100-ban, azaz 200-ban,
3-100-ban, azaz 300-ban is, igy az Gsszes szdzasban s. . t.; tehdt litjuk, hogy
2, 5 és 10 maradék nélkiil megvan a tizesekben, szdzasokban, ezresekben
s. I. t.; csak az nem biztos, hogy az egyesekben megvannak-e. 10 példéul
minden egyesnél nagyobb, tehit birmilyen érték van is az egyesek helyén,
a szam nem lehet (maradék nélkil) oszthaté 10-zel; ennélfogva 10-zel azok
a szimok oszthatok, amelyekben nincs egyes. A hidnyzé egyest 0 pérolja,
igy jutunk az ismert szabdlyhoz, hogy 10-zel a 0-ra végz6dd szdmok oszthaték.
Az egyediili egyes, amivel 5 oszthaté, maga az 5, ezért van az, hogy 5-tel a
0-ra vagy 5-re végz6d6 szimok oszthaték. Végre a 2-vel oszthaté egyesek:
2, 4, 6, 8, tehdt 2-vel azok a szimok oszthaték, amelyek O-ra, 2-re, 4-re, 6-ra
vagy 8-ra végzédnek: ezeket nevezik piros szimoknak.

Ezzel kimeritettiik 10 osztéit, de a tizes szimrendszer adta lehet&ségeket
még nem. E szdmrendszer kovetkezd egysége a 100. Ez médot ad arra, hogy
100 osztéival is konnyen binjunk el. Példdul 4 a 10-ben nincs meg maradék
nélkiil, de 100-ban igen, hiszen 4.25 = 100. Tehit 4 is megvan 2.100-ban,
azaz 200-ban, dltaliban 100 minden tobbszorésében is maradék nélkiil, tehat
minden szézasban, 10.100-ban, azaz 1000-ben is, tehit minden ezresben s. I.
t., csak az nem biztos, hogy a tizesekben és az egyesekben megvan-e. Annak
eldontésére tehdt, hogy egy akirmilyen hosszl szim oszthaté-e 4-gyel, csak
az utolsé két helyet kell megvizsgdlni. Pl.:

3 478 524

oszthatd 4-gyel, mert 24 oszthatd vele; ezt egy pillantissal eldénthetjiik,
mintha az el626 6t jegy ott sem volna. Ugyanigy donthetjiik el egy pillanat
alatt, hogy

312 486 434

nem oszthaté 4-gyel, mert 34-ben a 4 nincs meg maradék nélkiil.

100 oszt6i utdn 1000 osztéi keriilnek sorra, Példaul 8 a 100-nak nem osz-
t6ja, mert 80-ban megvan, de a még hitralevd 20-ban mar nincs meg maradék
nélkiil, 1000-nek azonban osztéja, mert 1000 igy tagolhatd szét: 800 + 160 +
40 és minden részletében maradék nélkiil megvan a 8. Ennélfogva 8 minden
ezresben, tizezresben, szizezresben s. . t. megvan maradék nélkiil; és igy
annak eldontésére, hogy egy akirmilyen hosszd szim oszthaté-e 8-cal, csak
a harom utolsé helyet kell megnézni.

[gy van egy receptiink annak eldéntésére, hogy mikor oszthaték a szimok
egy bizonyos kivdlasztott szimmal: csak azt kell megnézniink, hogy ez a ki-
valasztott szim osztdja-e a 10-nek, ez esetben az oszthatdsigot mér az egye-
sek eldontik; ha nem, akkor tovibb kell menni és megnézni, hogy 100-nak,
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1000-nek, 10 000-nek osztoja-e a kérdéses szam, és ennek megfelelSen egyre
tobb helyet kell megvizsgalni az oszthatosig eldontésére. Persze vannak
olyan szamok, melyek sem 10-nek, sem 100-nak, sem 1000-nek, sem a tizes
szaimrendszer birmilyen egységének nem osztéi, sét konnyen belathato,
hogy a szamok tébbsége ilyen. Ezekre is adnak azonban az ilyen vizsgalodasok
valamilyen toérvényszeriséget. Legegyszeriibb ez a 9 esetén:

10=9+41,100==-99 41, 1000 -—-999 +-1,...

tehat 9 nem lehet osztéja sem 10-nek, sem 100-nak, sem 1000-nek, mert bar-
melyiket prébiljuk osztani vele, marad 1; de éppen ez, hogy mindig 1 marad,
vezet egy egyszer(i oszthatosagi szabdlyra: ha 10-et osztunk 9-cel, 1 marad,
tehit ha 20-at osztunk vele 2, ha 30-at 3, dltalaban, ha tizeseket osztunk 9-cel,
annyi marad, ahdny tizest osztottunk. Ugyanigy, ha 100-at osztunk 9-cel, 1
marad, tehit ha 200-at osztunk vele 2, dltaliban szazasok osztasakor 9-cel
annyi marad, ahdny szdzast osztottunk. S. i. t. Tehat, ha egy szamnak 9-cel
valo oszthatésdgae kell eldonteniink, legcélszeriibb ezt a szamot széttagolni
egyesakre, tizesekre, szazasokra s . i. t. Pl

234 — 2 szazas - 3 tizes | 4 egyes,
a 2 szazas osztasakor 2 marad, a 3 tizes osztasakor 3, a 4 egyes osztisakor 4,
osszesen tehit 2 + 3 -4 4 marad, de
24+344=9,
ez oszthaté 9-cel: a maradékok egyiittvéve 9-cel oszthaté szamot adnak;
tehit 234 oszthatd 9-cel. Ime a keresett szabily: egy szam oszthaté 9-cel, ha
szamjegyeit Osszeadva 9-cel oszthaté szdmot kapunk. Egy tobbjegyd szam
szamjegyeinek osszege pedig joval kevesebb szokott lenni, mint maga a szam;
rendszerint egy pillantissal eldontheté rola, hogy oszthato-e 9-cel. Legyen
példiul a megvizsgilando szém:
2304 576.
A szimjegyek Gsszege:
2434445474627,

aki az egyszeregyet tudja, az egy pillanat alatt litja, hogy ez oszthaté 9-cel.
Viszont

2 304 577
nem oszthaté 9-cel, mert

2434+44+5+7+4+7--28,
és 28-ban a 9 nincs meg maradék nélkiil.
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Mindaz, ami itt torténik, az osztas okozta nehézségek keriilgetése. Mar
ez a kerilgetés is termékeny: lépten-nyomon nem vart érdekes osszefiiggé-
sekre bukkanunk kozben. Egyszer majd raszanjuk magunkat és szembenéziink
azzal az osztassal, amely nem végezhetd el maradék nélkiil: ez majd tavlatokat
nyit a matematika legmerészebb elgondolasai felé is.

4. ABUVESZINAS

Az oszthatosag fogalma még sok érdekességre vezet, amikkel érdemes
eliatszadozni. llyen példaul az a felfedezés, hogy vannak ,,baratsigos szamok'':
két szdm baratsigos, ha az egyiknek valodi osztéit &sszeadva a masik szimot
kapjuk eredményiil és viszont. A ,,valodi” osztok kozé magit a szimot nem
szokds szdmitani, igy pl. 10 valédi osztéi: 1, 2 és 5. llyen bardtsigos szimok
220 és 284, mert

1.220
| ijgfjo 1.284
220 65284 1214
g 4.7
10.22 -
11.20

tehat 220 valédi osztdinak Gsszege:
1424445410411 420+ 22 44 4 55 110 - 284
és 284 valodi osztdinak dsszege:

14244+ 714 142 = 220.

Sot ,,tokéletes szam™ is van: olyan szdm, mely sajat valodi osztéinak 6sz-
szegével egyenld. llyen példaul a 6, mert valédi osztdi: 1, 2 és 3, és

14+2+4+3 =06
A régiek bizonyos magikus tulajdonsigokat tulajdonitottak azilyen szamok-
nak, és ezért kutatds indult meg tokéletes szimok utdn. Taldltak is t6bb
tokéletes szamot; ezek koziil a 28-at kénnyen ellendrizhetjiik :

1-28

28 2-14

|4.7.

1 -24+4474+14 - 128;
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a tobbi mér joval nagyobb. Mindezek paros szdmok; paros tokéletes szamok
el6dllitdsira még receptet is tudtak adni, de mdig sem tudjuk, hogy ez a
recept akdrhdny tékéletes szdmot szolgéltat-e, vagy pedig megakad valahol.
Piratlan tokéletes szimot eddig egyet sem taldltak; nyitott kérdés, hogy van-e
egyéltaldn,

Mirél is van itt sz6! Az ember megteremtette a maga céljaira a természe-
tes szamsort, ez az 6 alkotdsa, a szdmlalis és a szamlaldsbdl eredé milveletek
céljait szolgilja, De ha mér egyszer megteremtette, tobbé nincs hatalma
folotte. A természetes szamsor van, 6nalld létet kapott, tobbé nem lehet
médositani rajta, megvannak a sajat t&rvényel, sajit egyéni tulajdonsigai,
olyan tulajdonsdgok, amikre dlmaban sem gondolt az ember, amikor meg-
alkotta, A blivészinas kaprazé szemmel 4l a felidézett szellemek eltt, A ma-
tematikus ,,semmibé| teremt 0f vilagot'',azutdn ez a vilig a maga rejtelmes,
vératlan térvényszerilségeivel megfogja 6t, most mar nem alkotd, hanem ku-
taté: a maga felidézte vildg osszefiiggéseit, titkait kutatja.

Ez a kutatds azért olyan csdbitd, mert szinte semmi felkésziltség sem
kell hozzd, csak két kivancsi szem. Egy 10 éves tanftvanyom jott hozzdm egy-
szer a kovetkezé problémadval: ,.én mir az el6z6 osztilyban észrevettem,
hogy ha Osszeadom a szimokat egy pdratlan szamig, példaul 7-ig, akkor
ugyanannyit kapok, mintha ezzel a szimmal megszoroznim a »kozepéte,
példaul 7-nek a kézepe 4 (ezt bizonyara igy kell érteni: a 7-ig novekvé szimok
kozott 4 van a kézépen:1,2,3,4,5,6,7)és7.4 - 28, a szamok 6sszege 7-ig
pedig -

14+2+4+3+4+4+45- 64 7 ugyancsak 28.

Tudom, hogy ez mindig igy van, de nem tudom, hogy miért". Hat ez bizony
szdmtani sor, gondoltam magamban, hogy is magyardzzam meg ezen a fokon.
Mindenesetre az osztdly elé tartam:,,Zsuzsinak van egy érdekes problémija.”
Még joforman be se fejezem, hit a legélénkebb eszd kisliny Ggy jelentkezik,
hogy majd kiesik a padbdl. ,,Csacsisig lesz az Evi, ennyi id6 alatt csak nem
johettél rd.". De nem, 6 tudja. ,,Hit mondd.” ,.Zsuzsi ezt mondta: 7-4.
Ez azt jelenti, hogy

41414144414 .4
Ezt mondta Zsuzsi
14243 +44516 -7

helyett. Tehdt 1 helyett 4-et mondott, vagyis 3-mal tobbet. De 7 helyett is 4-et
mondott, vagyis 3-mal kevesebbet, és ezek kiegyenlitik egymast. Ugyanigy
igaz, hogy 4 2-vel tébb, mint 2, de ugyancsak 2-vel kevesebb, mint 6, igy ezek
is kiegyenlitik egymdst. Hasonldéan a 3 és 5 helyctt mondott 4-esck is, tehdt



4, A BOVESZINAS 33

a két osszeg valdban egyenl8." Kénytelen voltam elégtételt szolgiltatni Evi-
nek: én ezt sohasem tudtam volna ilyen szépen elmagyarazni.

Csodalatos megfigyeléseik vannak az ilyen kis elfogulatlan kutatdknak.
wEz olyan, mint egy fuzet!"” - kidltott fel Marika, egy masik kis tanuld. ,,Hogy
érred ezt?" ,,ltt az elsd és az utolsd tag egyenlitette ki egymast, azutdn a ma-
sodik és az utolsé eldtti;a fiizetben is gy figgnek Sssze a lapok: az elsé az
utolsoval, a masodik az utolsé elSetivel." Ezeket a kiskutatokat a tiszta érdek-
|6dés vezette, Gauss, a ,,princeps matematicorum’" allitélag utilitarizmusbél
jott rd ugyanerre az osszefiiggésre kisiskolds kordban. Ez a torténet Ggy szdl,
hogy Gauss tanitoja egyszer egy kis nyugalmat akart,és ezért azt a hosszadal-
mas feladatot rotta az osztdlyra, hogy adjak 6ssze 1-t6l 100-ig mind a szdmo-
kat. Mégsem volt nyugalom, mert a kis Gauss pillanatok mulva felkidltott:
Az eredmény 5050!" A tanitd kénytelen volt elismerni, hogy ez igaz, de
hogy sikeriilt ezt ilyen gyorsan kiszamitani? ,,Eszrevettem, hogy 1 + 100 =
=101, 2 4- 99 =101, 3 4 98 == 101s. I. t., fgy mindig 101-et kapok, utoljira
50 4+ 51 =101, tehat 50 ilyen 6sszeadas utdn talilkoznak &ssze az eldlrél és
hatulrél vett Gsszeadandok a kozépen. Marpedig 50.101 - 5050."

A kis Gauss egy paros szamig adta Gssze a szamokat,és gy kapott ugyan-
olyan ligyes modszert a soktagl Ssszeadds gyorsitdsdra, mint az én Zsuzsim,
ha egy pédratlan szdmig ment. Ha egy kicsit csavarosan gondolkozunk, a két-
féle eljardst egyesiteniis lehet. Ismeretes tréfa, hogy valakirdnéz egy legelészé
nyé|ra és kijelenti: ,,357 juh van a nydjban”. Ha megkérdezik, hogy tudta ezt
megszamlalni, fgy felel: ,,Nagyon egyszerlen. Megszdmldltam a |dbakat és
osztottam 4-gyel." A matematikus néha csakugyan fgy iar el. Ha példaul
ésszegezni kell a szimokat egy bizonyos szdmig, akdr piros, akdr pératlan ez
a szam, gondolkozas nélkil kiszdmithatjuk a keresett &sszeg kétszeresét,
gy hogy az elsé szdmhoz az utolsét adjuk hozzd, amasodikhoz az utolsé el8ttit
s. I. t. a kovetkezd modon: kétszer frjuk le egymads ald a kijelolt &sszeaddst,
forditott sorrendben. PI.

142434 vagy 142434445
4+34+241 S54+443+2+1.
fgy éppen azok a tagok keriiltek egymds ala, amelyeket egymassal akarunk
Gsszeadni, Az egymis ald frt tagokat sszeadva
54+5+4+545= illetéleg 6 +6-+6 616
=4.5=120 -5.6 =30
lesz az eredmény, ennyi a keresett Osszegek kétszerese; magukat az Gsszege-

ket megkapom, ha ezeket osztom 2-vel, tehdat az eredmény: 10, illetSleg 15,
és valoban

12 4 FobA--90 8 143434448515
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Litjuk, hogy a szabily mindkét esetben: az elsd és az utolso tag osszegér kell
szorozni a tagok szdmdval és az eredmény felét venni. Ebben benne van
Zsuzsi eredménye is, Gausséis:1 +2 + 3 + 4 4 5 + 6 4 7 esetén az elsé
és az utolsé tag Ssszege 8, ezt szorozva a tagok széméval, 7-8 = 56, ennek 2
fele 28;

14+243+4...+ 100 esetén pedig az els6 és az utolso tag Osszege 101,
ezt szorozva a tagok szamdval: 100.101 = 10 100, ennek a fele 5050.

Viligos - az én osztilyom mindjirt észrevette —, hogy nemcsak az
egymast kdzvetleniil kévetd szimok Ssszege szimithatd ki ezzel a szabillyal,
hanem 4ltaliban olyan szémoké, melyek egyenl8 nagy lépésekben kdvetik
egymist, példdul (a kiindulds lehet bérmi):

S54+74+9-4+11 413,
ahol minden kévetkezé tag 2-vel nagyobb az el6zénél, vagy

10 4 15 + 20 + 25 + 30 + 35,

ahol 5 a kiilonbség barmely két szomszédos tag kozott. Hiszen ezekre is igaz,
hogy az elsd és az utolsé tag dsszege ugyanannyi, mint a misodik és utolsé
eldtti tagé s. 1. t. Tessék kiprébélni: az elsé példiban

5+13 =18, 7+11 =18,

és az elsd Osszeg kétszeresének kiszimitisakor a kozépen fellépd 9 + 9 is
18; a mésodik példiban pedig

10 4 35 =45, 15430 =45, 20 + 25 = 45,

Az ilyen egyenl8koz{ szdmsorozatokat nevezik a matematikusok szamtani
sorozatnak.

Erdekes, hogy ugyanaz a gondolat a matematika kiilénbézé teriiletein is
felbukkan. Pl. ugyanaz a fogds, amivel a szidmtani sor tagjait Osszegez-
tiik, seglt a teriiletszdmitsban is. A téglalap teriiletét még konnyd kiszdml-
tanl, ez még egyszer(bben megy, mint a kocka «x&btartalma: egy kis négyzetet
valasztunk egységiil és megnézziik, hogy hany ilyen egységgel lehet kirakni
a téglalapot. Legyen pl. egy négyzetcentiméter az egység, azaz egy olyan
kicsi négyzet, melynek hosszlsdga is, szélessége is 1 cm:

Tem

Tem
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1

mar ez is téglalap; hogy ne legyen ilyen lapos, rakjunk 3 ilyen sort egymis
folé:

Rakjunk 8 ilyen kis négyzetet egymds mellé:

|

Az igy nyert téglalap 3-8 = 24 kis négyzetbdl ll. Forditva, ha egy olyan tégl.-
lapbol indulok ki, melynek hosszlsiga 8 cm és szélességz 3 cm, akkor 3-8 -
= 24 négyzercentiméter fér bele, és dltaliban Ogy kapom meg egy téglalap
teruletét, hogy két szomszédos oldaldnak hosszit szorzom egymassal.

Jegyezzink még meg annyit a téglalaprél, hogy szomszédos oldalsi
derékszoget alkotnak egymadssal (ezt Ggy is szokds kifejezni, hogy merélegesek
egymdsra). A derékszog olyan derék szoglet, amire példdul hazépitéskor is
nagyon vigydznak: ennek egyik szira nem hajlik sem a misik felé, sem pedig
el nem hajlik a masiktol, mint hegyes-, illetéleg tompaszég esetén:

N

(fgy hajlé falak kénnyen le is déinének), hanem derék fegyelmezettséggel
tartja az egyensilyt:
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A hirom egyenes hatdrolta idomban, a hiromszégben is lehet derékszog,
de csak egy; tessék megprobalni: birhogyan is igyekszik az ember, a mésik
két sz6g hegyesre sikerlil:

[~

A derékszogil haromszog derékszoget bezaro oldalait befogdknak, a derék-
szoggel dtellenes oldalt atfogonak nevezik.

Marmost egy ilyen derékszogli hiromszog éppen a hegyesszégei miatt
semmiképpen sem rakhatd ki a mi négyzet alaki teriiletegységeinkkel:

\

mar az elsé sorban kimarad a bevonalkizott sarok. Itt tehdt probléma a
teriilet kiszamitasa.

De nagyon kénnyen megoldhato probléma: ha egy hiromszog teriiletét
nem tudjuk kiszdmitani, szimitsuk ki kettdér. lllessziik egy ugyanilyen hirom-
sz6g atfogojat forditva a mi hiromszégiink dtfogéja mellé; téglalapot kapunk:

[

ennek pedig mar ki tudjuk szdmitani a teriiletét: csak két szomszédos oldalit
kell szoroznunk egymadssal. A téglalap két szomszédos oldala pedig éppen
hiromszégiink két befogéja. Igy ki tudjuk szémitani a hiromszég kétszeres
teriiletét; egy hiromszogét Ggy kapjuk meg, hogy az eredményt osztjuk
kettével. Tehat a derékszogli hiromszog teriletét Ugy szamitjuk ki, hogy a
befogdinak hosszat szorozzuk egymiéssal ésazutén az eredmény felét vesszik.

Egészen vildgossd vilik, hogy itt ugyanaz a vezetd gondolat, mint a szim-
tani sorozat tagjainak Osszegezésében, ha Euklidész kifejezésmddjit kovetjiik,
aki 2000 évvel ezeldtt csoddlatosan teljes matematikai mivel ajindékozta
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meg a vilagot. Euklidész geometriai kéntosben irja le azt is, ami szimok kozt
megy végbe: ndla
1a

Z; S
jele
1, ' Poee

lehetne, igy pedig az
1--2 344

osszeg abrazolasa egy ilyen ,,lépcsés haromszog' volna:

—

-

¢s az a fogds, hogy az osszeget még egyszer forditott sorrendben ala - vagy
ite inkabb folé - irjuk, abban nyilvinulna meg, hogy még egy ilyen lépcsés
hiromszoget illesztunk az elobbi folé:

hiszen igy keril 1 folé 4, 2 folé 3, 3 folé 2 és 4 folé1. Az egymas folottiek
mindeniitt 5-6t, Gsszesen 4.5 — 20-at adnak, annak megfeleléen, hogy az igy
keletkezé téglalap hosszisaga 4, szélessége 5 egység, tehat a teriilete 4.5
teriletegység. Ennyia keresett 8sszeg kétszerese, maga az &sszeg a fele ennek,
aminthogy az egyik lépcsés hdromszog teriilete is a téglalap teriiletének a
fele. ltt azutdn igazan latszik, hogy ugyanazt a gondolatot mondtuk el egyszer
aritmetikai, egyszer geometriai nyelven. Latni fogjuk, hogy ezt a gondolatot
még sokféleképpen lehet varidlni.
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5. EGY ALAPTEMA VARIACIO|

Mikor is fordul el6 az, hogy 1-tél kezdve 6sszegezniink kell a szimokat?
Ide vezet a kovetkezd, latszolag egészen tivolfekvé probléma is:

Hiromszoget, négyszéget mar lattunk; 4ltaliban sokszégnek nevezik az
egyenesekkel hatdrolt zirt idomokat:

VAV

Mindezek, amiket felrajzoltam, Ggynevezett , konvex' sokszogek: sehol sem
horpadnak be, mint az aldbbiak:

A7)

Pontosabban az kiilénbozteti meg az alibbiakat a fentiektél, hogy lehet gy
meghosszabbitani valamelyik oldalukat, hogy ez a meghosszabbitas kettévigja

DA

Tessék megprobalni, hogy a fentiekkel ez nem tehetd meg. Ezt a kiilonbséget
tisztdzni kellett; a tovdbbiakban most mir mindig konvex sokszégekrél lesz
526. ( Hasonlé megkiilonbdztetést tesziink testek kézt is.)

Atlénak nevezziik két nem szomszédos csiics tavolsigit (a szomszédos
cstcsokat ugyanis nem itld, hanem az egyik oldal koti 6ssze). Példdul az alabbi
sokszégbe belerajzolok néhiny 4tlor:
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Méirmost a probléma ez: egy adott sokszégbe, mondjuk egy nyolcszogbe,
hiny 4clét lehet rajzolni?

Még ha mind belerajzolom is ezeket, akkor sem kénny( megszadmldlni,
annyira s(r(n lepik el az dbrat:

A feladat egyszeriibbé vilik, ha nem tesziink kiilonbséget szomszédos
és nem szomszédos cslicsok kozott, ha tehdt egyelre az oldalakat is hozzd-
szdmitjuk; azt Ggyis tudjuk, hogy 8 oldal van, tehit az eredménybsl majd
8-at kell levonni.

Ebben a forméban fgy hangzik a feladat: adva van egy nyolcszog 8 csicsa:

!
w ‘e
2 -

%6

& x x5

hinyféleképpen lehet ezeket Gsszekotni egymdssal? A megolddsra pedig két

at kindlkozik.
Az eyyik az, hogy az 1. pontot &sszekdtjik a tobbi héttel, igy mér 7

vonalat kapunk:
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gt
3 dJ \5

Ezutin a 2. pontot kotjiik Gssze a tobbiekkel, az elsé kivételével, hiszen azzal
mar Ssszekotoetiik; fgy 6 Gjabb vonal jarul az eddigiekhez:

Most a 3. pontot kotjiik Ossze a tébbiekkel a mar elintézett elsé két pont
kivérelével, fgy 5 @] vonal [6n létre, hasonléan a 4. pont &sszekotésekor
4, az 5. pont 3 Gjabb vonalat szolgéltat, a 6. pont 2-t, a 7. pont 1-et, a 8-at
ezalatt mar minden el6z&vel sszekotottiik, fgy ez mir nem ad Gjat. Osszesen
tehit

T74+64+544+3+2+1
vonalat kaptunk igy, vagy forditott sorrendben:
14243 4+4454647

vonalat.

A miésik Gt e vonalak megszdmldldsdra az, hogy megnézziik: egy-egy cslics-
bol hany ilyen vonalat lehet hdzni, a tobbitél fiiggetleniil. Természetesen
7-et, hiszen minden cslcsot a tobbi héttel kithetiink éssze. Most gy lehetne
tévesen tovabbokoskodni: ha egy cslcsbol 7, akkor 8 csicsbél Gsszesen 8-7
ilyen vonal hizhaté. Ez azért helytelen, mert minden vonal két csicsot kot
éssze; tehdt fgy pl. az 1. és 6. csicsot Gsszekdtd vonalat akkor is szimba vet-
tiik, amikor az 1. cstcsbol kiinduld vonalakat szamliltuk meg, és akkor is,
amikor a 6. cstiesbdl kiindulékat. A hiba tehdt mindossze annyi, hogy fgy
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minden vonalat kétszeresen szdmitottunk: a helyes eredmény 8.7 = 56-nak
a fele lesz, vagyls 28.

A két médon ugyanahhoz az eredményhez kell jutnunk,
142434445 +647

tehdt B.7-nek a felével egyenld; ez ismét az én Zsuzsi tanftvdnyom eredménye.

A téma azonban tovébb is varidlhato; az itt folvetett kérdést [gy is ét
lehet fogalmazni: minthogy barmelyik vonal két cstcsot kot &ssze, tulajdon-
képpen az a kérdés, hogy 8 cslcs koziil hdnyféleképpen lehet 2 cstcsot ki-
vilasztani. Itt pedig Igazdn nem fontos, hogy éppen cstcsokrdl van szé; akér
azt a kérdést is folvethetnénk, hogy egy zacskéban van 8 kiilénb&z8 szind
golyd, hényféleképpen lehet ezekbél 2 golydt kihizni? Vagy: ha 8 gyereket
parba allltunk, hdnyféleképpen |ehet az elsé pirt megvélasztani? Mindezt a
matematikus Igy fejezi ki: 8 elemb&l hany kéttagld kombinéciot lehet alkotni?

Haaz12345 678 szimokkal jeldlom az elemeket, akkor a beléliik
alkotott ,kéttagi kombinicick™ (egyszer(ibben parok):

12 23 34 45 56 &7 78
13 24 35 46 57 68
14 25 36 47 58

15 26 37 48

1.6 27 38

17 28

18

Nagyon szépen lathato, hogy a szimuk, jobbrol balfelé haladva:

U, I NG P - W

mésrészt itt is gy okoskodhatunk, hogy birmelyik elem &sszepdrosithaté a
tSbbi héttel, gy a 8 elem 8.7 part szolgéltatna; de ekkor minden part kétszer
vettiink szdmba: akkor is, amikor az elsé tagjanak parositésait szimlaltuk meg,
és akkor is, amikor a misodik tag parositisait; a helyes eredmény tehat ismét
8.7-nek a fele.

Ennyi kiilénb6zé kiindulds torkollik ugyanebbe a végeredménybe; nem
visz rd a lélek, hogy ezt meg ne fogalmazzam egy képlet alakjaban. Csak azt
kell ehhez elérebocsatanom, hogy a matematikéban a zardjel nem azt jelenti,
hogy mellékesen jegyziink meg valamit, hanem azt foglalja zardjelbe a mate-
matikus, aminek &sszetartozasat ki akarja hangsilyozni. Példaul (2 + 3)-6
azt jelenti, hogy a 2 - 3 &sszeadas eredményét, azaz 5-6t kell szorozni 6-tal,
mig zardjel nélkil frva 2 ++ 3.6arra szolit fel, hogy 2-héz adjuk hozzd a 3.6
szorzas eredményét (az megéllapodas, hogy a szorzds ,,erésebben két", mint
az 6sszeadds, tehat ezt nem kell 2 - (3.6) alakban frnunk). - Azt mindenki
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tudja, hogy 4-nek, 6-nak, 10-nek a fele igy Irhato: 12', g, 1—;, ltaldban az osz-

tést ilyen ,,tort alakban" is lehet kijelSIni. Ezek utédn, azt a szdmot, ameddig a
szamokat 1-t8l kezdve 8sszegezziik, n-nel jelclve, az els6 és az utolso tag osz-
szege 1 + n lesz, ezt a tagok szdmdval, vagyis n-nel kell szoroznunk, és 2-vel
osztanunk, tehdt alaptéménk minden varidcidjét a kovetkezd képletben fog-
lalhatjuk Gssze:
(1+n)-n
2

A matematika tulajdonképpen nyelv: furcsa nyelv, amely csupa szimbo-
lumban beszél. A fenti képlet is csak szimbolum, Gnmagiban nem jelent sem-
mit; mindenkia maga élményét helyettesitheti bele. Az egyik ember szimira
a sokszdg atldinak megszdmlaldsdt, a masik ember szdmira a novendékeit
vezetd par megvélasztasanak lehetdségeit jelentheti. A formula felirdsa az
oromiink kifejezése azon, hogy mindezt egyetlen gondolat segitségével tud-
juk megoldani.

142434...4n

Utédirat a mérték nélkiili mértanrél

Kozben két Gj téma is csendiilt meg: egy geometriai és egy aritmetikai
El6sz0r a geometriait szeretném egy kicsit kovetni.

Nézziik meg még egyszer azt az ibrdt, amely a nyolcszoget dbrazolja
valamennyi atléjaval. Ezt egészen dttekinthetetlenné teszi az, hogy az atlok
keresztiil-kasul metszik egymist, se szeri, se szima a metszéspontoknak ;
még szerencse, hogy konvex a sokszég, a cstcsai mind kivil vannak, és igy
nem tévesztheték ossze e metszéspontokkal. Konnyebbé tenné az attekin-
tést, ha az atl6k a csicsokban régzitett gumiszalagbdl lennének, és ki lehetne
8ket hizni a térbe. Egy-egy ember megfogna egy-egy ilyen atlét, a misodikat
kicsit magasabbra haznik mint az elsét, a harmadikat még egy kicsit maga-
sabbra s, I. t.; igy legalibb nem metszenék egymist,és kozben meg is lehetne
szamldlni 6ket. Mert a szdmukat ez a ny(jtds nem véltoztatja meg.

Van is egy egész kiilén 4ga a geometridnak - topolégidnak hivjik -,
amely az idomoknak oly tulajdonsdgaival foglalkozik, amiken nem vdltoztat,
ha gumibdl készitjiik el és tetszés szerint nydjtjuk, vagy 6sszenyomjuk &ket,
Furcsa, hogy ez a tudomdny is a mértan kérébe tartozik, hiszen itt mérésrol
sz6 sem lehet: nyljtds kdzben a tdvolsigok hossza, a szogek nagysiga meg-
valtozik. A mi szempontunkbdl az is érdekessé teszi ezeket a vizsgalatokat,
hogy djak, ismerjik az eredetiiket,és itt a szemiink elétt zajlott le* hogyan
sziiletik a matematikanak egy dga egy jatékbol
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Ez a Jaték egy talilés kérdés volt a konigsbergi hidakkal kapcsolatban.
A Kénigsberg melletti Pregel-folyd két szigetét egymassal és a parctal hét
hid k&ti Gssze, a kovetkezd rajz szerint:

B
2

A talalos kérdés az, hogy lehet-e — barhol elindulva - olyan sétdt kieszelni,
hogy végul is a kiindulopontra jussunk vissza és kozben mind a hét hidon
végigsétaljunk, de mindegyiken csak egyszer. Tessék probdlgatni; kdzben
majd vilagossd vélik, hogy semmit sem viltoztatna a feladaton, ha az egy
partra, illetleg egy szigetre vezetd hidak a széban forgéd félddaraboknak
ugyanazon pontjiba futninak &ssze (ez csak a szdrazfoldon vald dtsétildst teszi
elkeriilhetévé), tehét ilyen volna a térkép:

S
WQ

ha az bolondsag is,hogy a bal oldali sziget ugyanazon pontjabol az egyik part
ugyanazon pontjiig két hidat vezessenek; de feltehetd, hogy az egyik gyalo-
gosok, a masik kocsik szdméra épiilt. Ez a meggondolas lehetdvé teszi, hogy
egyszer(ibb vizlatos rajzot készitsiink:

és a kérdés Ogy modosithatd, hogy le lehet-e rajzolni ezt az dbrit egyetlen
ceruzavonassal, a ceruza felemelése nélkiil (hiszen a sétdldé nem emelkedhetik
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a levegSbe) agy, hogy kétszeresen ne rajzoljunk meg egyetlen vonaldarabot
sem, és végul oda jusson vissza a ceruza, ahonnan elindult. Ez a feladat mar
bizonydra ismerésen hangzik: ezt a kérdést fel szoktik vetni az ilyen levél-
boritékokkal kapcsolatban is:

Vildgos, hogy ezek a kérdések a topoldgia korébe tartoznak: azon, hogy
egy ilyen dbra egy vonallal megrajzolhatéd-e, mitsem viltoztat, ha az egész
abrat gumibol képzeljiik el és tetszés szerint nydjtjuk, nyomogatjuk, defor-
midljuk, csak el ne szakitsuk, &ssze ne tapasszuk egyes darabjait.

Egyonteti feleletet a nagy Euler adott az ilyenfajta kérdésekre. Ha
egyetlen énmagaba visszatéré ceruzavondssal megrajzolhatd egy ilyen abra,
akkor a kiindulépontbdl el8szér kifut a ceruza, de végiil ide fog befutni;
egyébként valahanyszor bejut egy csdcsba, onnan ki is kell lépnie, hogy to-
viabbmehessen. Igy minden befuté élnek van egy pirje: egy kifuto él és igy
egy-egy cstcsban paros szdma élnek kell talilkoznia. Be lehet bizonyitani,
hogy ennyi elég is: egy ilyen dbrit biztosan meg lehet rajzolni egyetlen én-
magaba visszatéré vonallal, ha minden csicsiban paros szama €l taldlkozik.

A konigsbergi séta eszerint nem oldhatd meg: az ennek megfelels abra
minden cstcspontja lehetetlenné teszi ezt, hiszen a balszélsében 5, a tobbi
hiromban 3-3 él talilkozik,és ezek mind péaratlan szimok.

Az elsé boriték viszont megrajzolhatd, ha nem kivanjuk, hogy a ceruza
a kiindulépontba térjen vissza, mert a hirom felsd csicsiban 4-4, illetve leg-
folil 2 él taldlkozik, a kdzépen is 4 és ezek paros szdmok ; csak a két alsé csiics
ronthatnd el a dolgot, mert azokban 3-3 él fut &ssze; de ha megengedijiik,
hogy ezek egyikébdl induljon el a vonal és a masikba érkezzék vissza, akkor
mégis megrajzolhatd, ebben az egymésutinban:

o : i i A .
[« [ . [~ 1!‘@%@11{1%@.
A miésodik borfték ismét reménytelen eset, mert tobb mint két renitens

cstcsa van: csak a legfelsé és a kozépsé csticsban taldlkozik paros szamu él,

a tobbi négyben 3-3.

Ez az a jaték, amibél a topoldgia ered. Es nem szabad azt hinni, hogy

megmaradt a jarékos fokon: nagyon komoly tudoménydg lett bel8le, mis
tudoményok is béven meritenek ebbél, pl. afizika, amikor drameldgazdsokrél,
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az organikus kémia, amikor molekulamodellekrél beszél; altaliban minden
olyan esetben topoldgiai gondolatok meriilnek fel, amikor valaminek a
struktdrajdrdl akarunk képet alkotni, a méreteivel nem torédve.

Erdemes egy percig elgondolkozni azon, hogy miféle mértani fogalmak
mennek veszend&be a topoldgidban. llyen fogalmak az egybevagosig és a
hasonlésag. Féleg hiromszogek egybevagdsiga és hasonlosdga jitszik fontos
szerepet a geometridban, hiszen mis sikidomok hdromszogekre tagolhatok
szét; a sokszogek atlok segitségével:

és még a kor is hiromszogekbél osszerakott idomnak tekinthetd bizonyos el-
nézéssel (erre még visszatérek), ha elég siirin hizunk benne sugarakat:

gy, hogy egy-egy Ivdarab mar majdnem egyenesnek litszik. (Tudom, hogy
eza, majdnem'’ kellemetlen iskolai emlék, bizonytalansigérzés jar vele; meg-
fgérem, hogy késébb pontosan meg fogom adni az érteimeét.)

Két hiromszog egybevigd, ha egymisra fektethet6k Ggy, hogy fedjék
egymast} példdul a kovetkezé kér hiromszog ilyen:

errdl meggyézédhetiink, ha papirbdl kivagjuk és egyenl6 helyzetbe forgarjuk
&ket. Egymisra fektetve mind a 6 alkatrészik (3-3 oldal és 3-3 szog) fed:
egymast. Ehhez méar 3-3 alkatrész megegyezése is elég lehet, pl. az, hogy a
hiromszogek 2-2 oldala és a kozbezdrt sz6gek egyenlék.

A~ A
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Mert ha csak annyit tudok, hogy az itt vastagon kihizott adatok egyenlék,
akkor az egyenl6 szégeket egymdsra fektetve, az ezeket bezird egyenls olda-
lak végpontjal is egymisra esnek, és a felsé hdromszég harmadik oldala e két
pont kézétt hizédik, Igy ez sem tehet mést: rdesik az alsé hiromszdg harma-
dik oldaldra, a rajtalévé szégekkel egyiitt.

Két hdromszég hasonlé, ha az alakjuk egyenld, de a nagysiguk nem fel-
tétleniil: az egylk a masiknak kicsinyftett mésa lehet:

SN

Ezt agy is elképzelhetiiik. hogy a nagy hiromszoget lefényképezzik és a fény-
képezbgép kicsinyit. Igy beldthaté, hogy tetszés szerint vélaszthatjuk meg a
kis hiromszog egyik oldaldt: feltehetjiik, hogy gépiink barmilyen kicsinyitésre
képes. Féleg pedig nem torzit: a masik két oldalt ugyanilyen mértékben ki-
csinyiti,és a kis 4brdn ugyanigy hajlanak el egymdstdl az oldalak, mint a nagy
abrén, a szogek tehdt nem valtoznak. Latjuk tehdt, hogy hasonlé hiromszogek
oldalai mind egyenlé mértékben kicsinyitettek, illetSleg nagyitottak (ezt
roviden agy fejezik ki, hogy arédnyosak), szégeik pedig egyenlék.

Ehhez viszont méar az is elég, ha két szégiik egyenlS. Mert ha egy adott

A r

hiromszéghdz hasonlét akarunk rajzolni, az Gj hiromszog egyik oldalae, pl.
az alsot, tetszés szerint vehetjiik nagyobbnak (vagy kisebbnek):

azutdn erre az adott hidromszog két also szégét kell rarajzolnunk:

"N,

b T -
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és tovabb mar semmivel sem rendelkeziink szabadon : a két szog szdrat kell&en
meghosszabbitva, ezek be fogjdk zarni a hiromszoget:

és igy csakis ez lehet a keresett hasonlé hiromszog. A hasonlosdgot tehat
valoban eldénti 2-2 sz8g megegyezése,
A mértanban lépten-nyomon egybevigé és hasonlé idomokkal taldlko-

zunk; pl. az alabbi Gn. egyenld széri trapézban a fehér hdromszégek egybe-
vagok, a bevonalkdzottak hasonlok:

- .;;,,%
m’ﬁﬂ

'#e

Marmost a topolégidban egybevigdsigrol, hasonlosagrol szé sem lehet:
nyujtassal, Gsszenyomdssal megvaltozik az idomok nagysdga is, alakja is,
egyenesei el is gorbilhetnek, st még a sikbél is kiléphetnek.

Erdekes, hogy mégis alkalmas a topoldgia egy olyan kérdés eldontésére,
hogy hény szabilyos test van, holott a test ,,szabdlyos" volta a legszorosabban
dsszefiigg az egybevigésiggal és dltaliban a méréssel. Hiszen az olyan konvex

testet mondjuk szabilyosnak, amelyet csupa egyenld oldald és egyenld
szogl sikidom:

ANOOOOO

hatérol, ezek egybevigdk és minden cslicsban ugyanannyi taldlkozik beléliik.
A topolégia (igy nyul ehhez a kérdéshez, hogy a szabélyos testek tulajdonsdgai
kozil csak annyival térédik, hogy minden lapjukat ugyanannyi oldal hatédrolja
és minden csGcsukban ugyanannyl él fut &ssze; e tulajdonsigoknak pedig
nagysighoz, alakhoz mér nincs semmi koziik. [gy sikeriil a topolégia eszkozei-
vel bebizonyitani, hogy mér e kevés feltételt is mindSssze 5-féle test teljesit-
heti. Azt mar a mérni is tudé geometria mutatja ki, hogy 5 ilyen szabilyos
test valéban van is; hidrmat koéziiliik hiromszogek hatdrolnak, a kdzismert
kockat négyszogek, egyet dtszogek:
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Ez eléggé meglepd felfedezés, hiszen a sikban semmi akadélya sincs annak,
hogy akarhany oldali szabdlyos sokszogek |Ojjenek létre: az imént lerajzolt
sorozatot akirmeddig lehetne folytatni. Sikbeli elképzeléseinket tehdt nem
szabad minden gondolkozis nélkiil atvinni a térre: a térben sok minden mas-
képp van.

Erdemes ezen még egy kicsit elgondolkozni: vértuk is, hogy a térben (
jelenségekkel taldlkozzunk, hiszen a térben annyival szabadabb a mozgis,
mint a sfkhoz kotdtten. De éppen azt vartuk, hogy itt tobb lehetéség lesz,
mint a sfkban, példdul még sokkal viltozatosabb fajtdi a szabdlyos idomoknak.
Es ime: a szabadabb lehetéségek egyesek szimara éppen keményebb feltéte-
leket jelentenek, hiszen a feltételek megszabdsiban is nagyobb a szabadsig.
Egy test csticsdban nemcsak két ¢l futhat ossze, mint sikidomaink csicsaiban,
hanem akédrhany é| és egyattal birmiféle lapok is, akar 30 él is taldlkozhatik
az egyik csGcsdban, mig a mdsikban 3, és mig az egyik lapja haromszog, a masik
akar harmincszog Is lehet. Hogy egy test ne élhessen e gazdag lehet&ségekkel,
hogy ne legyen, csak egyetlen vilasztésa, hogy kénytelen legyen beérni ugyan-
annyi éllel minden csGcsdban, minden lapja koriil, az nagyon erés megszor(tds,
Mindéssze 5 test viseli el.

Még a topoldgia is abban a gondolatkérben jutott eszembe, hogy hogyan
lehet az 1 + 2 + 3 + ... -+ nOsszeaddst ligyesen elvégezni. Ez is arra vall,
hogy a matematika szerves egész: barhol nydlunk hozzd, csak gy tédulnak a
kapcsolédé gondolatok a matematika minden mis teriiletérdl.
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A tanlté taldn nem vetl fel azt a kérdést, hogy hanyféleképpen lehet
parba dllitani az osztdlydt; igyekszik a parba dllitdst nagyjabdl j6I megoldani,
a baritsigok és ellenségeskedések figyelembevételével. De a kis kutatd, aki
még csupa friss kivdncsisdg, igenis végig akar probédini minden lehet&séget.
Az én egylk kis osztdlyom, amikor arrél volt szé, hogy 357-tel Ggy Is szoroz-
hatunk, hogy az egyeseknél kezd]iik a szorzést és Ggy Is, hogy a szdzasokndl,
rogton felvetette a kérdést: nem lehetne-e a tizeseknél is kezdeni? Es amikor
azt feleltem, hogy lehetne, de akkor nagyon kellene vigydzni arra, hogy hova
irjuk a részletszorzatokat, régton tudnl akartdk, hogy hényféle lehet&ség van
egy kijelslt szorzds elvégzésére. Igy kénytelen voltam egy kis kitér8t tenni a
kombinatorika teriiletére, mert ez az az 4ga a matematikdnak, amely a lehet-
séges elrendezések szamaval foglalkozik.

Alig van gyerek, akit ne érdekelne példaul, hogy 3 szinbél hinyféle zasz-
16t lehet csindlni. Egy szinb8l persze csak egyet lehet:

4

és ehhez egy misodik vizszintes szines sivot kétféleképpen vehetiink hozzd
(ha minden szint csak egyszer akarunk felhaszndlni): vagy foléje, vagy aldja

illesztjiik:
e G 4

Hogyan lehet ezekhez egy harmadik szint hozzdvenni? Ugy, hogy ezt foléjiik,
kozéjiik, vagy aldjuk helyezziik;igy a bal oldali kétszind zaszlobdl 3 Gj zdszlo
keletkezik:
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és a jobb oldalibdl is:

tehéc 3 szinbdl Osszesen 2.3 = 6 zaszlot készithetiink. Errél hasonléan tér-
hetiink &t négy szinre: a negyedik szin a hiromszin{ z4szlék birmelyikében
elhelyezhetd az elsd szin 51¢, az elsd és méasodik szin kdzé, a masodik és har-
madik szin kozé, végre a harmadik szin ald; igy minden hiromszin( z4szIébé!
4 négyszin( keletkezik, pl. az els&bédl:

ERFRRRA

Igy tehdt 2.3 = 6 hiromszind ziszI6bol sszesen 2-3.4 = 6.4 = 24 zaszl6t
kapunk. Az 1-et - hiszen ez ligysem szoroz - hozzdvehetjiik szorzéul, akkor
a kovetkezd szép torvényszerilséget észlelhetjiik:

az egyszin{ zdszlok szdma .+« vvn 1

a kétszind zaszlok szdma  coevvienn 1.2 =2,

a hiromszin{ zaszlok szdma -+« -« 1.2.3 =6,

a négyszind zaszIok szdma .- ... ... 1.2.3.4 =24,

Vilagos, hogy ez tovabb is igy megy, és akkor is, ha nem éppen szinekré&l van
sz6; példaul 5 gyereknek 1-2.3-4.5 = 24.5 = 120 sorrendben lehet ki-
osztani a levest, vagy biarmiféle 6 ,elemet” 1.2.3.4.5.6 — 120-6 — 720-
féleképpen lehet egymidskozt feleserélni, ,, permutdlni™.

Ebben az 1.2:3:4.5:6-

ban a kovetkezd felszolitas rejlik: 1-t6l 6-ig szorozd a szimokat és ne tovabb!
Ezt gy szokds roviditeni, hogy csak az utolsd tényezée [rjdk le és utdna
felkialtéjelet, tehdt a fenti szorzat révid jelélése:
6!
wlényez6" helyett , faktort’ is mondanak, ezért 6!-t igy olyassik: 6 fakto-
ridlis. Pl.:
= =172, 3l=142:3; s Lot

A faktoridlis értéke persze attdl fiigg, hogy meddig megyiink, itt tehit egy
uj fiiggvénnyel taldlkoztunk; csindljuk meg gyorsan a ldzgérbéjér: a vizszintes
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vonalon dbrézoljuk azt a szimot, ameddig 1-bél kiindulva szorozzuk a szimo-
kat, folfelé pedig a megfelelé faktoridlist:

mellette 2 hatvinyai:

Latjuk, hogy a faktoridlis gérbéje eleinte a hatvinyé alatt marad (tessék meg-
nézni pl. az 1 és 2 kdzti részt), de azutdn hirtelen folébe keriil, sokkal merede-
kebben székik tovabb. Nemcsak 2 hatvanyaira igaz ez: a faktoridlis minden
hatvanyndl erdsebben novekszik. Ez természetes is: bidrmilyen nagy is az
alap, pl. 100, hatvényoziskor mindig ugyanezt a 100-at szorozgatjuk egymds-
sal; a faktoriélis elsé kilencvenkilenc tényezéje kisebb ugyan ennél, de azutén
egyre novekedd 100, 101, 102, 103, ... tényez8kkel szorozzuk tovébb és fgy
ez elébb-utdbb feliilkerekedik.

Az egyszin(i zaszl6k szdmabdl fokozatosan szdmithattuk ki a két-, hirom-,
négyszind zdsz|ok szdmat a szép, szabélyos

1.2, 1.2.3, g 1 T 10, SO

szorzatokkal. Hasonlé szép eredményekre vezetnek a kombinatorika tébbi
kérdései is. Igy pl. azt mar tudjuk, hogy bizonyos szimi elembd| hanyfélekép-

pen lehet pirokat kivalasztani: bebizonyitottuk, hogy 8 elembdl
8.7
2
féleképpen. hasonléan 15 elembdl
15-14
2
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féleképpen s. f. t.; nem lehetne-e ebbdl is fokozatosan felépiteni az adott
elemekbdl kivilaszthaté hdrmas , négyes , 6t6s csoportok szamat!?
Nézziik meg ismét, hogyaz123 4567 8elemekbdl alkotott parok kéziil
egyhez, pl. az
12

parhoz hanyféleképpen lehet egy harmadik elemet hozzévenni. Itt a sorrend
nem szdmft, csak az, hogy mely elemek jutottak be egy csoportba (pl. arrdl
van szo, hogy egy B tagl tdrsasdg 3 tagd kiildottséget meneszt valahova; itt
csak az a probléma, hogy kik keriiljenek bele ebbe a kiilldottségbe). Tehat
1 2-héz hozzdveheté a tobbi hat elem birmelyike, fgy a kovetkezd 6 hirmas
csoport keletkezik:

(Az aldh(zdssal egyelére ne tessék torédni.)
Ugyanigy bévithetd ki minden mas par is 6-féleképpen hdrmas csoporttd,
pl.a2 5pira

251 125
253 235
254 vagy nagysag szerint rendezve az 245
256 256
257 257
258 258

csoportokka, és igy elsd pillanatra az a latszat, hogy 6-szor annyi hdrmas cso-
port képezhets a 8 elembdl, mint ahdny par volt. De ezek kozt megegyezék
is lesznek, pl.12 5az 1 2-bél és a 2 5-bé| keletkezett csoportok kozt is elé-
fordul (mindkét helyen aléhdztam); sét el kell fordulniaaz 1 5 par kib&vitései
kozétt is, hiszen ehhez is hozzavehetjik harmadik elemil a 2-t. Vilagos,
hogy minden harmas csoportot 3-szorosan kapunk meg igy: az egy-egy ele-
mének elhagydsa utdn maradé parok mindegyikébél; pl. 2 3 5-bél egy-egy
elemet elhagyva a kévetkezd hdrom pér marad:

23
25
35

és 2 3 £ ar elsébél 5-nek, a masodikbol 3-nak, a harmadikbdl 2-nek hozza-




6. MINDEN LEHETOSEGET MEGIATSZUNK 53

fuggesztésével jon létre. Ha tehdt egyszeresen akarok megkapni minden cso-
portot, akkor osztanom kell 3-mal. Végiil is (gy kapom meg a 8 elembél ki-
vilaszthaté harmas csoportok szdmdt, hogy a 8 elembél kivélaszthaté pérok
szdmét szorzom 6-tal, és az eredményt osztom 3-mal. Azt mér tudom, hogy

8.7
a parok széma o ient (igy szorozhatom é-tal, hogy a 2-vel valé osztdst ké-
sébbre halasztom:
8.7.6
2

Most még 3-mal kell osztani. EI&bb 2-vel, azutdn 3-mal osztani ugyanannyi,

mint 2-3-mal osztani (pl. 122 = 6 és : = 2, ha pedig 2-3 = 6-tal osztom 12-t,

szintén 2-t kapok). Tehit végiil is - még egy lényegtelen 1-es szorzét is hozzi-
véve a nevez8hoz a szépség kedvéért — 8 elembdl
8.7-6
1.2.3
szdm0 hdrmas csoport vilaszthaté ki. Ugyanigy lathato be, hogy 12 elembél
Lol
1.2.3
100 elerhbél
s i
1.2.3
harmas csoport.
Ha mar a hirmas csoportok szamat tudjuk, hasonloan térhetunk at a
négyes csoportokra: legyen ismét nyolc elemrél s26, akkor barmely hirmas

csoportbol 5 négyes csoport keletkezik, ha a hatralevé elemeket hozzivesz-
sziik: pl. az

123
csoportbol az

ST QT P i S
MR
[PWI PR FY L PR VR
0~ o~ Un b
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csoportok. Eszerint 5-szor annyi csoportot kapnénk osszesen, mint ahany
hiarmas csoport volt, de Igy minden csoportot négyszer is megkapunk; pl. az

1% 34
csoportot
az 1 2 3 csoportbdl 4 hozzavételével,
az 1 2 4 csoportbdl 3 hozzdvételével,
az 1 3 4 csoportbdl 2 hozzavételével,
és a2 3 4 csoportbdl 1 hozzivételével,

tehit az eredményt még osztani kell 4-gyel. A hiarmas csoportok szima.
8.7.6
1.2.3
volt; ezt kell 5-tel szorozni és 4-gyel osztani, tehét a négyes csoportok szima
8.7-6-5
1.2.3.4

Bizonyira lithaté médr a torvényszer(iség: a 10 elembdl kivilaszthato
hetes csoportok szima:

10.9.8.7.6.5.4

1.2-3.4.5.6.7

Ez is szép, szabilyos eredmény: 7-es csoportok kivalasztasakor a tértvonas
folote is, alatta is 7 tényezd szerepel, csakhogy lent 1-t8l folfelé, fent - ha
10 elembdl vdlasztunk ki — 10-t8l lefelé halado tényezdk.

igy pl. az 5 elembd| kivilaszthaté egyes elemek szima: 1§ =5, ami terme-

3-241

2.3

és ez is magatdl értetéds, hiszen 3 golyébdl mind a 3-at csak egyféleképpen

lehet kivélasztani. Azt is csak egyféleképpen tehetjiik meg, hogy iiresen hiz-

zuk vissza a keziinket, akdrhiny golyé is volt a zacskdban ; tehdt éllapodjunk

meg abban, hogy akdrhiny elem esetén a 0 tagld kombinicidk sziman 1-et
fogunk érteni.

Tehdit az egyre t6bb tagi kombinaciok szima sorra:

szetes is, a 3 elembél kivalaszthaté hirmas csoportok szama:

=2,
6
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egy se  egyke phr hirmas negyes
1 elembél 1 1- = 1 -_— — =L
1
2 elembd! 1 —1-! :;1.._2_1.1 — -
1 1.2 2
3 alombaél v Swm PEb, A _
1 1.2 2 1.2.3 ]
4 elembsl 1 1-;, 43 .12 '3 432 M ﬂ'}_‘l_z_‘-t
1 1.2 2 1.2.3 [] 1:2:3.4 24

s. I. t. Az eredmények - ha legfeliil még egy egyest frunk hozzdjuk, annak
megfelel&en, hogy iires zacskébol is 1-féleképpen lehet iiresen hizni vissza a
keziinket, tehdt a 0 elembd| képezhets 0 tagi kombinicidk szdma Is 1-nek
vehetd - ilyen rendbe szedheték:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Ezt a hdromszégszer( 4brit Pascal-féle hiromszognek nevezik. Sok érdekes
tulajdonsiga van. Hogy szimmetrikus, azaz a bal fele mintegy tiikorképe a
jobb felének, az természetes, mert pl.3 golyé kéziil ugyanannyi féleképpen
lehet 1-et kihdzni, ahdnyféleképpen 2-t a zacskéban hagyni lehet; és ugyanigy,
ha 5 elembél alkotunk parokat, minden paralkotéskor egy-egy hirmas csoport
is keletkezik a felhasznalatlan elemekbél, tehdt 5 elem esetén ugyanannyi a
pirok szdma, mint a hirmas csoportoké. Es éppen ezek helyezkednek el a
Pascal-hdaromszég szimmetrikus helyein.

Egy misik tulajdonsig egyszer( képzési szabdlyt szolgiltat a Pascal-
haromsz8g hitralevd soraira: nem ok nélkil frtam 2-t 1 és 1 kozé, mert
1+4+1=2;ugyanfgy 3 1 és2 kozott van és1 + 2 = 3, s. I. t. Ez torvénysze-
rGen fgy folytatédik, tehat 1 - 4 == 5, 4 - 6 = 10 lévén, az utolso felirt sort

1 5 10 10 5 1
koveti, ebbdl hasonléan adodik a rdkévetkezd:
1 6 15 20 15 6 1.

s. i. t. A bizonyitas is egyszer(, de itt elégedjiink meg egy probaval: az elso
15-65 a 6 elembdl alkothaté parok helyén van; ezeknek szama

6.5 B 30
1.2 F
és ez valoban 15
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Ebbél kévetkezik, hogy barmely sorban kétszer annyi a tagok osszege,
mint az el8z8 sorban. Mert pl. az utoljdra felirt sorbdl a rikovetkezét Igy
képezziik:

11+66-+4+15154+2020+4151546 6411

és |6l lathatd, hogy ebben az1 6 15 20 15 6 1 sor tagjai mind kétszeresen
szerepelnek.

Ez pedig egy tovabbi tulajdonsdgra vildgit rd: egy-egy sor tagjait ossze-
adva, 2-nek egymist kévetd hatvényait kapjuk. Mert ez eleinte igaz (a leg-
fels& 1-estdl eltekinthetiink egyeldre): 1 +1=2=2,14+2+4+1=4=
= 22, és tovabb mér nem is kell nézniink: ha mér valamilyen sorra igaz, akkor
ez a tulajdonsig a kdvetkezs sorra ,,8rékl8dik™ ; hiszen littuk, hogy a kovet-
kezd sor tagjainak Gsszege 2-szer annyi, mint az el6z6é, és ha 2-nek valamely
hatvényit még kettdvel szorozzuk, akkor még eggyel tobbtényezés 2.2.2- - -
- +» 2.2 szorzat lesz belSle, vagyis 2-nek eggyel magasabb hatvdnya.

A bizonyitisnak ezt a médjit, amely teljesen a természetes szimsor fel-
épitésén alapul, teljes indukcionak nevezik. A természetes szamsor 1-nél
kezdédik, és mindig 1-gyel szimldlva tovdbb, juthatunk el birmely tagjdig.
A teljes indukcié pedig abban 4ll, hogy ha valami igaz a szimsor kezdetén és
ez a szamsorban el8rehaladva szdmrol szdmra ,,6roklédik™, akkor minden
természetes szdmra igaz. Ez adott médot arra, hogy valamit minden szimra
bebizonyitsunk, holott minden szdmot végigprobilni véges ésszel nem lehet:
csak két, véges ésszel is megfoghat dolgot kellett bebizonyitanunk: elszor,
hogy a széban forgé éllitas igaz 1-re, misodszor, hogy ,,6rokl6d&" természetd.

Ez itt a legfontosabb tanulsag: a végtelen a matematikdban véges eszko-
zokkel foghatd meg.

Aki szeret szorzisokkal jitszogatni, annak ismer&s a Pascal-hdromszég
elsd néhdny sora. Mert ha 11 hatvényait képezziik sorra:

111 = 1. 1
112 =111

11

1 = 1 2 1
113 =121-11

121

1331 =1 3 31
114 = 1331-11

1331

14641 =1 4 6 4 1
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az eredmények Jegyei éppen a Pascal-hdromszdget szolgdltatjdk. Akl a szor-
z4sokat megfigyelte, az mindjart latja, hogy miért van ez fgy: a részletszorza-
tok 6sszeaddsakor ugyanazokat az Ssszeaddsokat végezziik, mint a Pascal-
haromszog sorainak képzésekor, (115-ben ez mar elromlik attol, hogy a rész-
letdsszegek dsszeaddsdban maradék Is lép fel:

115 — 14641 .11
14641
161051,

mig a Pascal-hiromszég megfeleld sora: 1 5 10 10 5 1.)

11 tulajdonképpen 10 +- 1,
121 =100 420 +1 =1.102 4-2.10 + 1,
1331 =1000 + 300 4-30 +-1 =
=110 4-3.10* 4 3.10 4 1,

5. f. t.; tehit a Pascal-hdromszdg szdmai tulajdonképpen 10 egyre csdkkend
hatvanyaival szorozva lépnek fel 10 4 1 hatvdnyainak kifejtésében. 10 4 1
mésodik tagja 1, ennek minden hatvénya - 1.1 =1 lévén ~ ugyancsak 1, itt
tehdt nem latszik, hogy a kifejtésbe a misodik tag hatvényai is belejitszanak;
de bele lehet &ket csempésznl, példdul fgy:

113 = 1331 = 1000 + 300 4 30 +1 =
= 1.10% 4 3.102.1 + 3.10.12 + 1.13,

tehdt gy, hogy az elsd tag hatvényai csékkenjenek, a misodik tag hatvényai
pedig novekedjenek. Ez arra |6, hogy ebben a formaban lehet dltalénositani ezt
a kifejtést més kétragd dsszegek hatvanyaira is; pl.

P =(5+2p0=1.543.522 4 3.5.22 4 1.2,

Az eddigiek utdn nem volna nehéz ezt dltaldnosan bebizonyltani; most eléged-
jiink meg azzal, hogy utédnaszdmolunk:

1.5 = 5.5.5 — 25.5 = 125
3.52.2 = 3.5.5.2 = 15.10 = 150
3.5.22 =3.5.2.2 = 3.10.2 = 60
B TR =08 = 4 8

Osszesen 343
és valoban

T 77T = 497
343
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Ez afelfedezés ismét a kényelem céljait szolgdlja: gyakran kényelmes egy szim
egyszer( hatvinyozdsa helyett két olyan tagra bontani szét az alapot, melyek-
nek hatvanyait konnyd kiszdmitani, Példdul van, aki nem szeret 7-tel szorozni;
(5 + 2)* kifejtésének kiszdmitisakor pedig csupa kényelmes 5-tel és 2-vel
vald szorzas szerepelt (ezeket, hacsak lehet, olyan sorrendben végezziik el,
hogy 10-et adjanak; 10-zel azutdn igazdn gyerekjiték a szorzis).

.Kéttagd' idegen szdval: binom, ezért hivjik ezt a kifejtést binomialis
tételnek és a Pascal-hiromszog tagjait binomiilis egylitthatékrak.

Leggyakrabban a misodik hatvinyra van sziikség. A Pascal-hiromszog
mdscdik sora

1 2 1

eszerint, ha pl. (5 + 3)* a kijeldlt feladat, akkor ezekkel szorzunk sorra, és
5-nek 5%-t8l csokkend, 3-nak pedig 3%-ig emelkedd hatvdnyai lépnek fel a ki-
fejtésben, tehat

(5+3)¢=15+2513+1.3,
vagy a felesleges 1-es szorzokat elhagyva:
(5 +3)*=5*+4+12.5-3 + 3

igy a kézismert - és taldn rossz emlékeket felidéz8 - szabilyhoz jutunk: két
tag osszegét Ggy is emelhetjik masodik hatvinyra, hogy az elsé tag mdsodik
hatvanyidhoz hozzaadjuk a két tag szorzatdnak kétszeresét, majd a mdsodik
tag mésodik hatvanydt,

Persze ezt sokkal egyszer(ibben is belathatjuk, példdul geometriai Gton.
Tudjuk, hogy a téglalap teriiletét a két szomszédos oldal szorzata adja; tehdt

forditva, ha egyl|szorzatunk van, ezt 4brézolhatjuk olyan téglalap teriletével,
melynek szomszédos oldalai a tényezék. Pl. az 5.3 szorzat dbrdzolisa:

3 53 i

.

ar 5° = 5.5 szorzaté:

5 5=5"

w
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ez természetesen mar négyzet; ezért nevezik a masodik hatvinyt négyzet-
nek is,

Abrazoljuk most az (5 -+ 3)* kifejezést:
3
8537
5
5
Ebben mar egészen elmosddott, hogy mik 5 3
voltak az 6sszeg tagjai; a kovetkezd feldarabo- T
lissal ezt ismét élénkké tehetjik: = & /// 3
Ay
Za /
.I'I.J"_.;: o s
5 _, ."'/ 5
biry ¢
// i
5 3

Az itt keletkezett darabok kozul a nagyobbik négyzetnek 5% a kisebbiknek
3" egység a terulete; ezeken kiviil még két 5-3 egységnyi teruletl téglalap
tolti ki a nagy négyzetet; tehdt valdban

(54 3)* =5¢ +2:5.3 4 3¢,

Ez olyan vilagos, mint a hindu tankony- 7
vekben szerepld dbrik. A hinduk nem szapo- ag.b b2
ritjak a szot. Kimondjak a tételt: egy kéttagl
osszeget igy ¢s igy lehet négyzetre emelni.
Ezutan még ennyit frnak: ,lasd" és lerajzolnak
egy mindent elmondé abrat: 0 ab

Es akinck van szeme a latasra, latja
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7.A SZURKE SZAMSOR SZINEZESE

A hinduk Gsid6ktdl fogva kitlind matematikusok,és sajitos képességeik
vannak ezen a téren. Egyik tuddsukrdl ezt az aprosigot hallottam: amikor
europai bardtja tréfabol megkérdezte, hogy az imént hasznalt auto rendszama:
1729, nem valami baljéslatd szim-e, 6 a vilig legtermészetesebb hangjin igy
felelt:,,O nem, st éppen igen érdekes szim ez az 1729. Ez az elsd olyan szim,
amely két madon is felirhaté két szim kobének Osszegeként, hiszen 10* 4- 9¢
is és 123 + 1%is 1729."

A hinduknak még a négyjegyii szamok is ilyen kilon sajitsagokkal fel-
ruhdzott személyes ismeréseik. Nalunk a kis szamokat kezelik ilyen indivi-
duumok médjira az alsé osztilyokban: a kis tanuld szemében a 2-es nem a
sok sziirke szam egyike, hanem sok oldalrél megismert kiilénalld egyéniség: 6
azelsé parosszim, 1 4+ 1, 4-nek a fele stb. De akdr 10-ig szinezziik igy a szi-
mokat, akdr olyan messzeségekig, mint a hinduk, mindez csak szerény kis
téredéke a végrelen szimsornak, amely ezen til sziirkén hempolyog tovabb.

Tudjuk ugyan, hogy vannak paros szamok, igen, minden mésodik szam
piros:

1,2,3,4,56,7,8910,11,12,...

ugyanigy minden harmadik szim oszthaté 3-mal:
T2, 3; 4. 5,6, 0 89, 1011, 12
minden negyedik szim 4-gyel:

Vot 8. 5,6;7: 8,9:10:11: 1=

s. . t., ezek azonban csak kisebb-nagyobb hullimokat jelentenek, melyek,
ha egyszer megindultak, egyhangtan, egyformén gérdiilnek tovabb. Valéban
nincs semmi varatlan, semmi egyéni szeszély, ami felélénkithetné ezt az egy-
hangisigot?
De van: a t&rzsszamok szeszélyes, szabilyokba nem szorithatd eloszldsa.
Emlékezziink csak vissza az oszthatésigra:

10 &sszes osztdi: 1, 2, 5, 10,
12 6sszes osztdi: 1, 2, 3, 4, 6, 12,
kozben 11 osztoi: ) .

1-gyel és 6nmagdval minden szdm oszthatd; vannak szdmok, amelyek e kettén
kivil semmi massal: ilyen pl. 11. Ezeket a szimokat nevezik t&rzsszdmoknak
vagy primszamoknak,

Az 1 e szempontbdl rendellenesen viselkedik; csak egy osztdja van: 1,
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és ez egyszersmind 6nmaga. Ezért 1-et nem szokds atérzsszamok kozé sorolni.
Eszerint a legkisebb térzsszam a 2, ez egyszersmind az egyetlen paros torzs-
szam, mert minden paros szam oszthatd 2-vel és ez a szam toérzsszam voltit
csak akkor nem rontja el, ha ez a 2-es oszté maga a szim.

Jelent&séget az ad a torzsszdmoknak, hogy minden mis szdm ezekoél az
épitdkovekbdl rakhatd ossze; éppen ezért nevezik a tobbi szimot Csszetett
szamnak. Pontosabban Ggy fogalmazhatd ez meg, hogy minden Gsszetett szam
csupa torzsszam szorzataként dllithatd elé.

Probiljuk példaul 60-at szorzatként (rni fel:

60 = 6-10.
Ite 6 és 10 is tovabb bonthato tényezékre:
6=2-3 é 10=2.5,
ezeket beirva 6 és 10 helyére:
60 =2.3.2.5

és itt mar minden tényezd torzsszam,

Masképp is hozzifoghattunk volna ehhez, hiszen mar lattuk, h:v 60-at
nagyon sokféleképpen lehet két szam szorzataként felirni. Ha ebbé!l inculunk
ki

60 — 4.15,
144 4 =22 &5 15 = 345,
tehat 60 =2.2.3.5.

ha pedig ezt a felbontast valasztjuk:
60 = 2-30,
akkor 30 5.6 ésitt 6 = 2.3, tehdt 30 = 5.2.3,
vagy 30 —=2.15ésitt 15 = 3.5, tehdt 30 = 2.3.5,
vagy 30 =3.10ésitt 10 = 2.5, tehat 30 = 3.2.5;

latjuk tehat, hogy 30 mindenképpen a2, 3 és 5 torzsszdmok szorzatd - bomlik;
e szorzatot frva 30 helyébe

60 =2.2.3.5.

Birmi médon fogunk is hozzd, csak ugyanazon torzsszamokra esik szét 60,
legfeljebb mas sorrendben lépnek fel ezek. Rendbe szedve és az egyenld té-
nyezék szorzatit hatvényalakban frva

60 =22.3.5.
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Ugyanilyen konnyd birmely més &sszetett szimot is felbontani ,,torzsténye-
z6ire” ( és be lehet bizonyitani, hogy mindig csak egyféle felbontdsra jutha-
tunk). Ha elsé pillanatra megakadunk azon, hogyan is fogjunk hozzi, gondol-
juk meg, hogy a szdm legkisebb osztéja (1-en kiviil) biztosan térzsszdm, mert
ha az is Gsszetett szim volna, akkor kellene 6nmagdnil kisebb osztdjinak
lenni, és ez persze az eredeti szdmban is megvolna maradék nélkiil. Tehit
mindig a legkisebb osztot keresve, szépen legongyolitheték birmely szém
torzstényezdi, példaul:
90 = 2. 45

=2.3.15

= 2¢3:3-5,
Egy ilyen felbontds jol beviligit a szdm szerkezetébe, pl. kiolvashaté beldle,
hogy 90 osztéi 1-en kiviil:
egytényezdsck: 2, 3, 5,

kéteényez8sok: 2.3 = 6, 2-5=10, 3.3 =9, 3.5 = 15
hiromtényez8sok:2.3.3 = 18, 2.3.5 =30, 3.3.5- 45
négytényezds: 2-3-3.5 = 90.

Tehdt érdemes a szimok épitskoveivel kozelebbrsl is megismerkedni.
Probiljuk felirni rendre a torzsszimokat. Mar tudjuk, hogy a legkisebb torzs-
szdm a 2, és innen kezdve a piros szimokat nyugodtan it lehet ugrani, hiszen
ezek mind oszthaték 2-vel, 3 is, 5 is, 7 is torzsszdm; az ember szeretné ra-
mondani, hogy a 9 is, de ez nem igaz, hiszen 9 oszthaté 3-mal. Most azt gon-
dolndk, hogy innen kezdve ritkulnak a térzsszamok ; ez megint nem igaz, mert
11 és 13 is torzsszdm. Most az egyszer megkérem az olvasét egy kis faradsagra:
probdlja meg ondlléan felsorolni a térzsszamokat legalibb 50-ig. En ideirom
ellendrzésiil ezt a sorozatot, de az ember csak akkor érzi t, hogy ez mennyire
szabdlytalan, ha maga bukdicsolt végig rajta, jra és Gjra tévedve,

A torzsszamok sorozata:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,39, 31,37, 41, 43, 47, . ...

Még a régi gorogoktsl maradt rink egy szellemes otlet, amely tévedés
lehetSsége nélkil, gépiesen dllitja elé6 ezt a szeszélyes sorozatot: az Un.
Eratosztenész-féle rosta. Irjuk fel a szimokat 2-t51 50-ig; e sorozat elsé tagja
latatlanban is biztosan torzsszdm, hiszen minden valédi osztéja kisebb volna
nila s fgy (1-en kiviil) elétte szerepelne a sorozatban, elétte azonban nincs
semmi. Most nézziik meg, hogy mi ez az elsé szim: 2. Minden masodik szim
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2-nek tobbszorose és igy 2 kivételével nem tdrzsszim, tehdt innen kezdve
hdzzunk ki minden masodik szimot:

2.3, 5K 1. 0498 1,

3. ), 15, )6, 1, 8 19. 26 2, ¥, 23,

K 5,6 216 28, 30, 4 53, A

35, 36,37, 38, 39, /6. 11, £, 3, /£, 5
M, 11, 4B, 19, 56

A legelsé szam, ami 2 utan épségben maradt, ismét csak torzsszam lehet, hiszen
csak elétte szerepld szimnak lehetne t&bbszorose, eldtte pedig csak olyan szdm
van, melynek t&bbszoréseit kihiztuk. Nézziik meg ezt a szdmot: 3. Minden
harmadik szém 3-nak tobbszorose, tehdt hizzunk ki innen kezdve minden
harmadik szimot (nem baj, hogy gy egyes szdmokat kétszeresen is dthGzunk):

2,3 K 5 K 1K 8 M 0K

B, K 35 K 1 9 0 W A 23

K 25, 26 7 6 6 o AN

35, 36 37, 3 3 M 0, B, 3, K 8
4, 1, 4 19, 6

Ezt ugyanigy folytatva, megtartjuk az 5-ot, de 5 tobbszoroseit természetesen
ki kell hiznunk. Tehdt 5-6n tdl minden &tédik szimot, majd hasonléan 7-en
til minden hetediket athdzunk:

IR AT AN A AR )

13, M 5 K v B 9 L A F o2,

2 5 K A A 29 M n H oA A

38, F 31, 3 8 . U, 4 3, MK
WL M 8, g
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Tovabb méar nem is kell menniink, mert az elsé fennmarado szdm 11, és en-
nek a 7-szeresénél nagyobb tobbszérései mér til vannak 50-en, kisebb t&bb-
sz6rosei pedig mar mind a kihdzott szdmok kézt szerepelnek.

frjuk ki a megmaradt szdmokat:
255 7,1, 1317, 19, 13, 29, 3%, 37, ¥, 43, 47;

ezek valdban az imént felirt 50 alatti torzsszdmok.

Gépet is lehetne szerkeszteni, mely az itt adott utasitdst végrehajtja,és
igy hibitlanul ontja a térzsszdmokat egy bizonyos hatdrig. Ez azonban mit
sem viltoztat azon, hogy a torzsszimok minden hatiron til a legszeszé-
lyesebben bukkannak fel Gjra meg Gjra.

Igy példiul meg lehet mutatni, hogy barmilyen nagy réseket talilhatunk
koztiik, ha elég messzire megyiink a szdmsorban. Példaul egy legalibb 6 egy-
ségnyi rést, azaz hat egymist kévetd olyan szdmot, amelyek egyike sem térzs-
szdm, adnak a kovetkez6 miveletek eredményei:

2:3.4.56.7+2,  23.45.6.7 43,
2.34.5:6.7+4,  2.3.45.6.745,
2.3.4.5.67+6, 23456747,

mert ezek valéban egymdst kovet6 szémok: mindegyik éppen 1-gyel t6bb az
el6z6nél, és egylk sem torzsszém, hiszen 2.3-4.5.6.7 minden egyes tényez8-
Jével oszthatd, tehédt az elsé koziilik olyan 6sszeg, melynek mindkét tagja
oszthatd 2-vel, a misodik hasonlé okbdl 3-mal oszthatd, a harmadik 4-gyel, a
negyedik 5-tel, az 6todik 6-tal &s a hatodik 7-tel. Kiszdmitva

2.3.4.5.6.7 = 5040,
tehit itt a kdvetkezd hat szdmrdl van szé:

5042, 5043, 5044, 5045, 5046, 5047.

Ezek elég nagy szdmok, elég messzire kellett menniink a szimsorban, hogy
ezen a modon 6 tagl rést taldljunk a térzszimok koézt (persze lehetséges,
hogy mér jéval elébb van koztiik ilyen rés). De ha nem sajnélunk jo messzire
menni, legalabb 100 tagi rést is taldlhatunk ugyanigy, ha a 2-té1 101-ig terjeds
szamok

2-3:4.5-..101

szorzatdhoz adunk hozzd sorra 2-t, 3-at, . . . végiil 101-et. Ezen a mddon talil-
hatunk barmilyen hosszi réseket is.
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Mindamellett, ameddig csak megvizsgaltak a szamsort, Gjra meg Gjra,
birmilyen hosszi réseken tdl is, taldltak szomszédos paratlan szimokat,
amelyek torzsszdimnak bizonyultak, mint példaul a szimsor elején 11 és 13,
vagy 29 és 31. A matematikusok azt sejtik, hogy ilyen ,,ikertorzsszimok"
minden tévolsigban eléfordulnak, a szdmsor megvizsgdlt részén tdl is; de
ezt ilyen dltaldnosségban mindméig nem sikeriilt bebizonyltani.

Dehéc vannak-e egydltalin torzsszimok minden tavolsigban? Nem csak
a szamsor elejét szinezik-e ezek egy darabon? Erre a kérdésre mir van véla-
szunk, méghozza 2000 év Sta: Euklidész kozolt egy igen elegins bizonyltdst
arra, hogy végtelen sok torzsszam van.

Ezt ugyanigy lehet belatni, mint maganak a természetes szdmsornak a
végtelenségér: barhol is mondja valaki, hogy itt a vége, nem futhat el véle,
mert meg tudom mutatni, hogy van torzsszam azon tul is,

Elég ezt egy esetben megmutatni; minden mds esetben ugyanigy megy.
Csak azt kell ehhez meggondolnunk, hogy 2-vel minden mdsodik szém oszt-
haté, 3-mal minden harmadik s. I. t., tehat egy 2-vel oszthaté szém kozvetlen
rékévetkezéje nem lehet oszthato 2-vel, egy 3-mal oszthaté szdm kozvetlen
rikévetkezd)e nem lehet oszthatd 3-mal s. f. t. Ha mérmost valaki azt 4ll{tan4,
hogy a térzsszdmok a kovetkezdk:

2 3 5 7

és Itt a vége, akkor én azonnal megcifolom, hiszen a felsorolt térzsszdmokbdl
megalkothatom a kévetkezé szamot:

2.3.5.7 4+ 1.

2.3.5.7 oszthaté 2-vel is, 3-mal is, 5-tel is, 7-tel is, A kozvetleniil rékovet-
kezd 2-3-5.7 -4- 1 szam tehart ezek egyikével sem lehet oszthaté. Dehdt vala-
milyen térzsszammal csak oszthaténak kell lennie szegénynek, & is csak szam,
& is torzsszamokra bonthatd, vagy esetleg maga is torzsszam és onmagdval
mindenesetre oszthaté. Az illeté tehdt tévedett: kell lenni torzsszamnak
7-en tdl is. Es ugyanigy minden térzsszamon tdl is.

Szamitsuk csak ki ezt a 2.3.5.7 4 1 szamot: az eredmény 211, Egy kis
probalgatds megmutatja, hogy ez 1-en és 6nmagdn kivil massal nem oszthaté,
vagyis véletleniil torzsszam. Tehdt & maga az a 7-en tili térzsszam, aminek a
létezését dllitottam. Persze szé sincs réla, hogy ez a 7-et kozvetlenil kévetd
torzsszam volna: az egy pillanatig sem volt varhatd, hogy az egymast kévetd
torzsszamokat ilyen szabilyszerlien lehetne megszerkeszteni.

Médszeriink pontosabban azt az eredményt adja, hogy 7-tél legfeljebb
2-3.5.7 4-1-ig, ugyanigy 11-tél legfeljebb 2-.3.5-7.11 4 1-ig s. [, t. kell
menni, hogy Gjabb torzsszamot taldljunk. Ezek azonban elég nagy tévofsagok
nem lehetne-e szlikebb hatirok kozt torzsszamokat talalni?




b I A BOVESZINAS

Sokan foglalkoztak ezzel a kérdéssel. Hogy csak egy szép eredményt
emlitsek: Csebisev orosz matematikus bebizonyitotta, hogy 2-t3l kezdve
birmely szdm és a kétszerese kozott is mindig van térzsszdm:

2és 4 kot 3

3 és 6 kozt 5

4 és B8 kozt Sis, 7 is
5 és 10 kozt csak 7;

bir ebben semmi szabédlyszer(ség sem litszik, ez mégis minden messzeségben
bekovetkezik; sét ha elég messzire megyiink, elég nagy szimokat vilasztunk,
akarhdny torzsszdm is esik a szdmok és kétszereseik kozé.

Ime mégis valami szabilyféle a féktelennek l4tszé torzsszimok szimira:
birmennyire mégsem rugaszkodhatnak el egymdstdl.

Sét, mindennek ellenére, bizonyos értelemben mégis van ,,torzsszam-
térvény”. Olyan ,,majdnem’ értelemben, ahogyan a kor tekinthetd sok kes-
keny hiromszgb6| Gsszerakottnak (aminek precizirozdsat késébbre fgértem).

2-ig (magét 2-t is beleértve) egy torzsszdm van: maga a 2, 3-ig mar kettd:
2 és 3, 4-ig Ismée ez a kettd, 5-ig mir hdrom, mert az 5 is hozzdjirul, 6é-ig
is ez a hdrom, 7-1g mér négy: 2, 3, 5 és 7, 8-ig, 9-ig, 10-ig ugyanez a négy
s. I. t. Tehat a torzsszdmok szdma:

2g | 3-ig | 4lg | Sg | 6lg | 7-ig | 8ig | 9-lg | 10-ig | ---
% 3 2 3 3T % 4 4 i

Olyankor vélt ez a sorozat, amlkor egy-egy (] térzsszimhoz jutok,és ez egé-
szen szabdlytalan kozokben kovetkezik be. Mégis fel lehet frni egy bizonyos
szabily szerint képezhet8, |6l ismert sorozatot®, amelynek egyre tavolabbi
tagfaihoz egyre Jobban és jobban hasonlitanak a mi sorozatunk tagjai, és gy
e sorozatok tévoli részei ,,majdnem” egyenl&knek tekintheték - ugyanigy.,
ahogy a kdr nehezen kezelhet8, gérbe vonall felosztdsai:

* Azok kedvéért, akiknek vannak még emlékeik a logaritmusrol, ideirom, hogy ez a

sorozat
2 3 4 5

iog 2 log 3 log 4 log 5
Bir erre a logaritmusra nemigen emlékezhetik az olvasé: ez az un. természetes logaritmus.
A tovibbiakban lesz sz6 réla.
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Sk )

egyre jobban és jobban hasonlitanak a jél ismert, egyenes vonald hiromszd-
gekhez; hiszen elég sokdig folytatva a felosztdst ,,majdnem’" azonosnak tekint-
heték a befrhaté hiromszégekkel:

Pontos szabaly nem is képzelhetd a torzsszamok szamara, de ennek a
,majdnem" szabélyszerd viselkedésnek is megvan a maga pontos értelme:
erre fgéretem szerint még vissza fogok térni.

Meg sem kisérelhetem, hogy a térzsszdmtérvény bizonyltésit vézoljam:
a legkit(in8bb matematikusok hossz( idén 4t adtdk egymasnak kézrd| kézre,
mindig egy keveset formalva rajta, amig végiil igy kialakult. A kutatds ma sem
allt meg ezen a téren: egyre pontosabban prébaljak meghatdrozni, hogy mek-
kora hibat kévetiink el, ha a mi szabélytalan sorozatunk tagjait a széban forgé
szabaly szerint képezhetd sorozat tagjaival potoljuk. Itt nem a célszerdség
vezeti a kutatdst, sem pedig a kényelem, hanem a targy szépsége és nehézsége.
Mésfajta szépség ez, mint a jitékos szimoké a kombinatorika eredményeiben:
ez a szertelenség esztétikuma. Es braviros véllalkozis szabilyok kézé szori-
tani a szabélytalant. :

Hogy van torzsszamtorvény, az arra vall, hogy a kicsiben, a szamsor vizs-
galhaté darabjain szabélytalanul eloszlo térzsszdmok a maguk végtelen dsszes-
ségében mégiscsak ald vannak vetve valamiféle rendnek. Egy hasonlat jut errél
eszembe, amit az akarat szabadsigdval kapcsolatban olvastam valahol: ha ké-
zelrdl figyeljik meg a rajzé méheket, Ggy fogjuk litni, hogy egyénenkint a
legkilonbozébb irdnyokban répkédnek Ossze-vissza, az egész rajt mégis egy
hatdrozott cél viszi valami hatirozott iranyba.
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8. ,GONDOLTAMEGY SZAMOT”

Most térjunk vissza egy kicsit a célszerd matematikdhoz. A kocka kob-
tartalmit mar ki tudjuk szdmltani, de gyakran van sziikség mds, szabilytalan
alakd test kobtartalminak az ismeretére is, és ezt kozvetlenil mérni nem
lehet. llyenkor a kdvetkezd keriilS utat valaszthatjuk: tegyiik fel, hogy tolgy-
fabol van ez a test. A stlydt lemérhetjiik. Faragjunk ki egy 1 kébcentiméteres
kis kockdr is tolgyfabdl,és mérjiik le a silyit. Ahanyszor ez a sily megvan a
szoban forgo test silydban, annyi kébcentiméter annak a kébtartalma.

A kobrartalmat itt nem tudtuk kozvetleniil meghatirozni, de valami
mdst igen, amivel a kobtartalom jol ismert kapcsolatban van: a test sdlyét.
Ebbdl kellett visszakvetkeztetni az ismeretlen kobtartalomra,

Igen gyakori eset a matematikdban, hogy egy mennyiséget nem ismeriink
kozvetleniil, de ismeriink bizonyos kapcsolatokat, melyekbe belejitszik.
Ezekbdl a kapcsolatokbdl azutdn rajéhetiink arra, hogy mi lehet az ismeretlen
mennyiség értéke.

Ennek - az alkalmazasok szempontjibél déntd fontossdgl — eljirdsnak
az alapgondolata ugyanaz, mint a jol ismert talalds kérdésé:..Gondoltam egy
szdmot, hozzdadtam mégannyit, az eredményt 3-szor vettem”, s .f . t., még
mindenfélét felsorolok, amit a gondolt szammal csindltam, végiil megmon-
dom, hogy a sok kiilonb6zé miivelet utdn példaul 36-ot kaptam eredményiil ;
tessék kitaldlni, hogy milyen szamot gondoltam!

Hat tessék kitaldlni: gondoltam egy szimot, hozzdadtam 5-&t, kaptam
7-et; mit gondoltam? — A vak is litja, hogy 2-t.

Legyen egy kicsit nehezebb: gondoltam egy szimot, megszoroztam 5-tel,
elosztottam 2-vel, hozzdadtam 3-at és 18-at kaptam; mit gondoltam? — Ezt
a taldlés kérdést nem irisban szokas feltenni, hanem széban, a megfejtd
kénnyen elfelejti, hogy milyen miveletek szerepeltek; j6 ha ezt mindjart
Jegyzi a feladat kitlzésekor, A gondolt szimot & nem ismeri, hit elnevezi
x-nek. Ennyit taldn megenged az olvasd; ha Babitsnak szabad ezt irnia:

. Minden folyét var a Styx.
Oh megoldé biztos X!"

- akkor taldn nekem is szabad x-et iratnom a taldlés kérdés megfejtéjével a
megolddsra vird ismeretlen szim helyett. O tehit igy legyzl a menetet: a

Sx
partnere x-et gondolt, ezt szorozta 5-tel, lett 5x, ezt osztotta 2-vel, lett —

ehhez adott 3-at, Ie':tt%)5 -4- 3, és azt dllitja, hogy ez éppen 18:
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5x
-+ 3 =18,
2
A gondolt szdm tehéc egy ilyen ,,egyenletnek' tesz eleget, ebbél kell kitalalni.
Van, akinek olyan j6 érzéke van a szimokhoz, hogy mar ebbél az alakbdl
is kitaldlja. Akinek ez nem sikeriil, menjen vissza egy |épéssel: ha valamibél
3 hozzdadasa utdn 18 lett, akkor azeldtt 15 volt:
Sx

= 15.
2

Ebbdl mér kénnyebb kitaldlni, hogy mi volt az x. Aki még ebbdl sem talilja

ki, még egy lépéssel konnyithet magdn: ha valamit 2-vel osztva 15-6t kaptunk
eredményiil, akkor az osztis elétt 30 volt:

5x = 30.

Azt pedig mir mindenki kitaldlja, hogy az a szim, melynek 5-szérése 30,
csakis 6 lehetett.

Amit itt a fokozatos lebontogatdskor csindltunk, azt mindig meg szabad
tenni egy egyenlettel: amikor

X L3 1806l
K e e
2

tértiink 4t, akkor az = jel baloldalirél eltdint a 3-as 6sszeadandd, a jobboldalon
levé szambol pedig kivontunk 3-at. Ez az, amit dgy fejeznek ki, hogy szabad
egy Osszeadanddt az egyenlet egyik oldaldrdl 4tvinni a mésikra kivonando
gyanant. Amikor pedig

X 15 -b8)
2
5x — 30

lett, a bal oldalrdl eltiint a 2-es osztd, a jobb oldalon levé szdmot pedig meg-
szoroztuk 2-vel. Ezt fejezik ki (gy, hogy szabad egy osztét szorzd gyanint
vinni 4t az egyenlet masik oldaldra. Altaldban ellenkezd miivelettel vihetiink
at valamit az egyenlet egyik oldalardl a masikra,

Ha valami ravasz szoveges egyenlettel dllunk szemben, j6| meggondolva
az sem egyéb, mint egy gondolt szdm kitaldldsa, Széljon példaul igy a széveg:
wEgy apa 48 éves, a fia 23 éves; hdny év milva lesz az apa éppen kétszer annyi
idés, mint a fia?"" Persze lesznek, akik ezt mindjart kitaldljik, minden egyenlet
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nélkul. Aki nehézkesebb, az igy gondolkozhatik:a gyors eszii mar tudja az
eredményt, Ggy vehetem, hogy 6 gondolt egy ilyen szdmot; az én szimomra
ez még x. Tehdt x év mdlva lesz az apa kétszer annyi idés, mint a fia. Hogy
cllendrzi a megfejtd a maga eredményét? Ugy, hogy megnézi: x év milva hany
¢ves lesz az apa, hany éves lesz afil, és az apa kora ekkor valdban kétszerese-e
afid kordnak? x év milva az apa kora x évvel tobb mint 48, vagyis 48 + x év,
afid kora 23 +- x év; tehdt az iigyes megfe|t8 gondolt egy szimot, ezt hozzi-
adta 48-hoz is, 23-hoz is és azt allitja, hogy az elsé &sszeadds eredménye 2-szer
annyi, mint a masodiké:

48 4+ x = 2:(23 + x).

Ebbdl kellene kitaldlni x-et. A 2-vel valé szorzist a jobboldalon gy végez-
hetjik el, hogy mindkét tagot 2-vel szorozzuk:

48 + x — 46 - 2x.
A baloldali x 6sszeadandot atviszem a jobboldalra 2x melié kivonandéul, a

jobboldali 46 osszeadandot ugyancsak kivonandéul hozom it 48 mellé, hogy
az x-ek az egyenlet egyik oldaldn gy(ljenek ssze:

48 — 46 — 2x —x,
48 — 46 - 2 és vildgos, hogy ha 2x-bél egy x-et elvesziink, egy x marad:
2=x,

tehat 2 a gondolt szim: 2 év malva lesz az apa kétszer annyi idSs mint a fia.
Valoban 2 év milva az apa 50 éves lesz, a fia pedig 25.

Tovibbi bonyolitds: , Két szimot gondoltam egyszerre; az osszegiik 10.
Melyik ez a két szam?"

Jegyezni ezt igy lehet: a gondolt két szim x és y (ha valakinek sem a csa-
ladi, sem a keresztnevét nem ismerik, ezt mondjik ri: X Y), tehit a feladat
kitizje azct allitja, hogy

x 4y =10.

Nagyon konny( két ilyen szdmot taldlni: ilyen pl. 1 és 9. Igen ém, de
2 és Bis! SOt 4 és 6 is lehetett a gondolt két szam, és még mas megoldisok is
kindlkoznak. Ez tisztéra riszedés - ennyibél még nem lehet két szamot ki-
talalni. A megfejté joggal kivénhatja: ,,Mondj még valamit err8l a két szdm-
rol!” J6, megmondom azt is, hogy a kiilénbségiik 2:

y—x=2

Most mdr nagyon konnyd kitaldlni, hogy ez csak egyszer fordul el6 az
clébbi piarok kozott: 4 és 6 azok a 2-ben kiilénbdz8 szimok, amelyeknek
osszege 10.
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Tehat két ismeretlen kitaldldsdhoz két egyenlet, in. ,egyenletrendszer”
sziikséges; ha nem mindjart ilyen vildgos bel&lik, hogy mik voltak a gondolt
szamok, bizonyos fogisokkal ezeket is kozelebb hozhatjuk a kitaldlhatésighoz.

Ha példaul valaki nem jott volna rd, hogy az iménti egyenletrendszer
megoldisa 4 és 6, az [gy probilkozhatott volna: a misodik egyenletben a bal-
oldal kivonanddjit vigyiik 4t &sszeadandéul a jobboldalra, akkor y egyediil
marad:

y=x+2

Ebbél azt lehet kiolvasni, hogy a madsodik gondolt szdm 2-vel tobb az elsénél.
Tehdat egyszeribben fgy fogalmazhattuk volna meg a feladatot: ,,Gondoltam
egy szamot, hozzdadtam egy 2-vel nagyobb szdmot és gy 10-et kaptam: mi
volt a gondolt szam?"' Ez igy jegyezhetd:

X + (X + 2} = 10|
ebben pedig mar csak egy ismeretlen van, s hogy ezt az egy ismeretlent ki-
taldljuk, arra mir megvannak a fogdsaink. Ha pedig x-et mér tudjuk, y-on
mér gondolkoznunk sem kell, hiszen tudjuk, hogy ez 2-vel tébb mint x.
Més példa:,,Gondoltam két szimot, az els6hoz hozzdadtam a mdsodiknak
kétszeresét és [gy 11-et kaptam; azutdn az elsé szdm kétszereséhez hozzi-
adtam a mdsodiknak négyszeresét és 22 volt az eredmény. Milyen szémokat

gondoltam?"'
A széveg gy jegyezhetd roviden:
x+2y =11
2x + 4y = 22.

Ha van szeme a megfejtének, régtén észre kell vennie, hogy rdszedtem. Pro-
biljuk csak: az elsd feltételnek eleget tesz 1 és 5, mert

14+2.5=11;
ugyanezek a szdmok a masodik feltételnek is eleget tesznek, mert
2.1 +4.5=22.

igy azt lehetne hinni, hogy mar megtalltuk a gondolt szamokat. De nézziik
csak tovabb; 3 és 4 is kielégitik az elsé egyenlet kdvetelményét, mert

34+24=11

es a masodikét is, mert
2-3+4.4 =22

Ugy latszik, hogy minden szampér, amely az elsd feltételt teljesiti, egyszer-
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smind teljesitia mésodikat is; a mdsodik feltétel nem segit kivalasztani kozulik
egy hatdrozott pirt. De ez természetes is: birmi is x és y, 2x kétszer annyi,
mint x, és 4y kétszer annyi, mint 2y, tehdt vildgos, hogy az osszegiik, 2x -+ 4y
is kétszer annyi, mint x 4 2y, tehdt ha x 4 2y = 11, akkor 2x + 4y csak
22 lehet. Eszerint a msodik egyenlet nem mond semmi Gjat a gondolt szdmok-
rol: ugyanazt mondja el, mint az els8, csak cifrabban,

Még csinydbb riszedés, ha az

x+2y =11

egyenletrendszerbdl kell kitaldlni x-et és y-t. Térhetjuk a fejinket akir
itélet napjdig:nincs két olyan szdm, mely mindkét feltételt teljesitené. Hiszen
mar ldttuk, hogy barmi is x és y, 2x + 4y kétszerese x -i- 2y-nak, ha tehit
x + 2y =11, akkor 2x + 4y-nak 22-nek kell lennie, semmiképpen sem lehet
23. A misodik feltétel meghazudtolja az elsét,

Mindezt Ssszefoglalva: két ismeretlent két egyenletbdl tudunk kitaldlni,
feltéve, hogy ezek az egyenletek nem ugyanazt mond|ik és nem mondanak
egymdsnak ellent.

Héc ilyen taldlés kérdéssel mit lehet kezdeni? ,,Gondoltam egy szémot,
négyzetre emeltem, hozzdadtam a gondolt szim 8-szorosit és 9-et kaptam."
Jegyezve:

x? 4+ 8x = 9.

Ite csak egy ismeretlen van, de az ] bonyodalom az, hogy ez a masodik hatva-
nyon is eléfordul: az egyenlet ,,misodfoki".

Ne kezdjiik mindjért ilyen bonyolult misodfoki egyenlettel. A legegy-
szer(ibb alak:

x? =16,

Mindenki egy pillantdssal megallapithatja, hogy a gondolt szim 4, mert 4 az a
szam, amelynek négyzete 16.
-Hasonléan egyszer(:

(x + 3)2 =16,
mert az a szam, melynek négyzete 16, ismét 4, tehit itt
X4 3 =4

és ebbdl mar mindenki litja, hogy x - 1.

ltt (x 4 3)* szerepelt; emlékezziink csak vissza arra, hogyan kellett egy
kétragd Osszeget négyzetre emelni: az elsé tag négyzetéhez (itt x*-hez)
hozzad kellett adni a két tag szorzatdnak kétszeresét (it 2.3x — bx-et) és a




8. ,.GONDOLTAM EGY SZAMOT" 73

masodik tag négyzetér (Itt 3? = 9-et). Tehdt kifejtett alakban igy szdl az
egyenletiink:

x2 4 bx + 9 = 16,
ha azonban fgy allitottak volna szembe vele, fogalmunk sem lett volna arrdl,
hogy hogyan is fogjunk hozza. Gyakorolni kell tehdt, hogy kifejtett alakban is
rdismerjlink két tag osszegének négyzetére. Ha pl. Igy szol egy egyenlet:

x? 4 Bx 416 — 25,

akkor észre kell venni, hogy itt 8x = 2.4x és 16 éppen az ebben fellépd 4-nek
a négyzete, tehdt
X2 4+ Bx 16 =%? - 2.4x + 4> = (x - 4)
és fgy az
(x +4)=125
egyenlettel van dolgunk, ezt pedig mir meg tudjuk oldani az el6bbiek minté-
jara.

Persze az sem valtoztat semmit a most vizsgalt egyenleten, ha a 16-ot
dtvisszik kivonandoul a jobboldalra; 25 — 16 — 9, tehat igy jutunk a kiindu-
lasul vett

x24-8x =9
alakra. Ilyenkor is fel kell ismerni, hogy a baloldal kiegészitheté két tag
osszegének négyzetévé:
x% 4 Bx — x* + 2-4x
és ehhez 4* = 16 hianyzik, hogy (x + 4)* legyen beléle. Ha ugyanazzal toldjuk

meg mind a bal-, mind a jobboldalt, attél még egyenlék maradnak; itt tehat
toldjuk meg mindkét oldalt 16-tal:

x* +8x +16 =9 116,
X% 4 8x + 16 = 25,
és ez az az alak, amivel mar el tudunk banni.

Ez a kiegészités két tag 6sszegének négyzetévé mindig sikeriil. Ha a mé-
sodfok( tag nem x2, hanem példaul 3x* mint a kovetkezd egyenletben:

3x? -+ 24x = 27,
akkor az egyeniet mindkét oldalat oszthatjuk 3-mal, hiszen ha egyenlé a bal-

és a jobboldal, akkor a harmadrésziik is egyenl&: 3x? harmadrésze x2, 24x
harmadrésze 8x és 27 harmadrésze 9, tehat

x2 - 8x =9,

és ebben az alakban mar meg tudjuk oldani az egyenletet. Ha itt nem csupa
3-mal oszthato szam szerepelt volna, vagy ha x szorzoja paratlan szam lenne,
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akkor tortek is lépnének fel, ezekkel és esetleges kivonisokkal egyelére még
nem akarok bajlédni, de ezek sem okozndnak semml elvi nehézséget.

Igy tehdt minden esetben elvégezhetjiik a teljes négyzetté valé kiegészi-
tést, é&s ebben a formdban mar meg tudjuk oldani az egyenletet.

Az okoskodds médja nagyon jellemzé a matematikus gondolkozéisra: igen
sokszor nem vig neki egyenesen a matematikus az adott feladatnak, hanem
addig formalja, gylrja, mig 4c nem alakul olyan feladattd, amit mér régebben
megoldott. Persze, a régl |6 kényelmi szempont. Ezt ginyolja ki a matemati-
kus kérokben Ismert taldlés kérdés: ,,ElStted van egy gaztlzhely, egy vizveze-
ték, egy doboz gyufa és egy fazék. Vizet akarsz forralnl. Mit csindlsz?" Meg-
lehet8sen bizonytalan hangon szokott érkeznl a vélasz: ,,Meggyjtom a gézt,
megtdltém vizzel a fazekat és a gdzlingra helyezem." ,,Eddig helyes. De most
médositom a feladatot: minden ugyandgy van, mint az imént, csak az a kii-
I6nbség, hogy mar van elegend8 viz a fazékban. Most mit csindlsz?” llyenkor
mar bitrabban beszél a megfe|t8 a maga igazdnak tudatdban: ,,Meggyidjtom a
gizldngot és réhelyezem a fazekat.” Ekkor kell félényesen lecsapni ra: ,Igy a
fizikus jar el! A matematikus kionti a fazekat és ezt mondja: ezzel visszavezet-
tem az elébbi feladatra.”

Mindenesetre ez a visszavezetés a lényege a misodfokid egyenlet meg-
olddsénak, nem pedig a bel8le leszdrt képlet, amit olyan |6l megtanul a didk,
hogy még évtizedekkel az érettségi utdn is el tudna fjni akdr dlmaban is.

Még egy nehézség vetddik fel: tegyiik fel, hogy mar megtértént a baloldal
kiegészitése teljes négyzetté, de nem taldlunk olyan szdmot, melynek négy-
zete a jobboldalon levé szimmal volna egyenl§; pl.

(x +3)2=2.

Ha igazdn gondoltam egy szdmot és x azt helyettesiti, akkor ez nem fordulhat
elé, de az egyenletek komolyabb alkalmazdsaiban igenis el&fordulhat. Itt a
hatvinyozds megforditdsdnak kérdése meriil fel: olyan szdmot keresiink,
melynek négyzete 2. Ezt négyzetgyokvondsnak nevezik, és mint forditott ma-
velet egy késébbi fejezetbe tartozik (ott fogok azzal a kérdéssel is foglalkozni,
hogy hany megolddsa van egy masodfokid egyenletnek — most még oriiliink,
ha egyet taldlunk), de megnyugtatdsul elére kézlém, hogy megoldhato.

Aki nem a képletre tdimaszkodik, hanem érti a gondolatmenetet, az bizo-
nyos alak( magasabb fokl egyenleteket is kénnyen meg tud oldani. Legyen
példaul

(x + 1)} =27.
27 =3.3.3 = 3% miatt 3 az a szdm, melynek k&be 27, tehdt
x + 1 — 3|

w=12.
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(x + 1)% is kifejthets a mér ismert binomidlis tétel szerint; az ilyen kifejtett
alakbdl viszont rd lehet ismerni, hogy valamely kéttagi &sszeg kobébdl kelet-
kezett; de a teljes kébbé valé kiegészités mar nem minden harmadfoki egyen-
letben sikeriil. Mégis van dltaldnos eljards a harmad- és negyedfoki egyenletek
megoldasdra is; kozben a négy alapm(veleten és négyzetgydkvonison kiviil
még kobgyokvonist, illetdleg negyedik gyokvondst kell alkalmazni, azaz meg-
keresni, hogy melyik szdmnak a kobe, illetéleg negyedik hatvinya egyenlé
egy adott szimmal, pl. 2-vel.

A matematikinak az egyenletekkel foglalkozé agit algebrinak nevezik.
A kozépiskoldban mindazt a matematikdt nevezték algebrinak, ami nem a
geometridhoz tartozott. Annyi mindenesetre igaz, hogy a matematika minden
dgidban (még a geometridban is) lépten-nyomon egyenletek fordultak els,
Ugy, hogy ez a kép alakulhatott ki a didkban: az egész matematika az egyenle-
tek tudomanya, a felsébb matematika valdszin(leg a bonyolultabb egyenle-
teké. Mindenesetre volt olyan kor, amikor a matematikusok figyelme azegyen-
letekre terel6dott, és a fejlédést it Ogy képzelhették el, hogy a harmad- és
negyedfokl egyenletek utin majd az 6tdd-, hatod- és egyre tobbedfoku
egyenletek 4ltaldnos megoldisara fognak iigyes médszereket kieszelni. Kép-
zelhetd tehdt, hogy milyen débbenetes volt, amikor Abel megadta annak a
feltételét, hogy egy akdrhdnyadfoki egyenlet megoldasara lehessen alapmfive-
letekbdl és gyokvondsokbdl 4ll6 dltalinos modszert taldini, és kideriilt, hogy
ennek a feltételnek csakis az elsé-, mésod-, harmad- és negyedfoki egyenletek
tesznek eleget. 526 sem lehet tehdt arrdl, hogy pl. az 6t6dfoki egyenleteket
ltaldnosan oldjuk meg miveleteinkkel; gy latszott, hogy az algebristik le-
tehetik a tollat.

It érkeztiink a matematikatérténet legromantikusabb fejezetéhez. Ekkor
tortént, hogy egy hiszesztendds francia fiatalember, Galois, parbajt vivott
egy lanyért &s a parbajban elesett. Haldldnak el&estéjén levelet irt egy bardtji-
hoz, és ebben mintegy végrendeletképpen megirta azokat a gondolatait, ame-
lyek 0] lendiiletet adtak a létalapjait vesztett algebrénak.

Ha dltaldnos eljards nincs is az otédfokd egyenlet megoldisara, mégis
vannak specidlis 6todfoki egyenletek, amelyeket meg tudunk oldani. Hiszen
pl.

xd=132
és ugyanugy
(x +1)=32

igen konnyen megoldhatok: 32 = 2.2.2.2.2. = 25, tehat az els6 egyenlet
megolddsa

x =2,
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a masodiké pedig

x4+1=12
miatt

x=1.

De mis alaki egyenletek is lehetnek megoldhatok; hogy csak egyet ragadjak
ki a sok kéziil:

x5 4 2x* 4 x =0-

nak x = 0 biztosan megoldasa, hiszen 0-nak minden hatvinya és minden tobb-
szorose 0, tehdt 0° 4 2.0% 4 0 valéban O-val egyenld.

Ez ad ] tdmadasi feliiletet az algebrai kutatds sziméra: ha dltalinos elji-
risra nem is gondolhatunk, még mindig érdekes probléma eldénteni, hogy
melyek azok a specidlis magasabbfoki egyenletek, amelyek mégis megoldha-
ték miveleteinkkel.

Erre ad moddszert a Galois-féle végrendelet.

Ez a modszer rendkivil termékenynek bizonyult; neki k&szénhetd,
hogy a holtpontra jutott algebriban Uj virdgzas indult, hatalmasabb, mint
azelétt. Ahol a matematika sebet kap, ott fokozott erével indul meg a sar-
jadzds, a regenerdcio. Az algebrinak ez az (] hajtdsa nevében is 6rzi Galois
emlékét: Galois-elméletnek hivjak.

Valamire még fel szeretném hivni az olvasé figyelmét: az algebriban
keriiltiink el6szér szembe azzal a jelenséggel, hogy a matematika a sajit esz-
kozeivel képes bebizonyitani a sajit tehetetlenségét egy korilhatirolt teri-
leten. Fogunk még ezzel talilkozni.
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9. SZETFUTO SZAMOK

Az eléz6 fejezetekben mar egy egész halom adéssig gydlt ossze; ezek
tobbé-kevésbé a miveletek megforditdsdéhoz kapcsolddnak, It az ideje, hogy
szembenézziink a forditott mdveletekkel.

A kivonds latszik még legveszélytelenebbnek. Mirdl is van itt sz6? Az
Ssszeaddst gy lehet megforditani: ismerem két tag Gsszegét, ez pl. 10, az
egyik tag 6, mennyi a méasik? Természetesen 4, ennyl marad, ha 10-b8l el-
vessziik a megadott tagot; hol itt a nehézség!? i

A nehézség ott kezdddik, hogy egy egészen keveset gondolkoznom
kellett, miel&tt ezt a 10-es és 6-os szdmot hoztam fel példénak. Osszeadis
esetén akdr vakon is ribskhettem volna a természetes szdmsor két helyére,
biztos, hogy az gy taldlt szdmokat is &ssze lehetett volna adni, mégpedig
barmelyik sorrendben. De mi lett volna, ha a fenti példit gy fogalmazom
meg: két tag Ssszege 6, az egyik tag 10, mennyi a masik? ltt mar maga az 4llftas
nyilvanvaldan lehetetlenség, hiszen az 6sszeg nem lehet kisebb egyik tagjénal
sem. Arra tehdt vigydzni kell, hogy a kisebbitendé nagyobb legyen, mint a
kivonandé.

Csak ennyi az egész! Bizonyéra azt gondolja az olvasd, hogy ezért ugyan
kar volt ilyen késGre halasztani ezt az egyszer(d miiveletet. Senkinek se jut
eszébe, hogy kevesebbdl vegyen el tébbet, mis, j6zan kivondsok pedig minden
nehézség nélkiil elvégezhetdk.

lgy ez rendben is volna, csakhogy vannak esetek, amikor valésiggal elénk
tolakszik az a feladat, hogy egy kisebb szambdl vonjunk ki nagyobbat.

Emlékezziink csak vissza a széveges egyenletiinkre, amelyben azt kellett
kitaldlni, hogy egy apa hdny év mulva lesz kétszer annyi idés, mint a fia.

Most ugyanezt a kérdést teszem fel egy 52 éves apdval és 27 éves fidval
kapcsolatban. Az okoskodas a régi: a széban forgd jelenség x év mulva fog
bekovetkezni, ekkor mar mindenki x évvel idSsebb: az apa 52 4 x éves, a
fig 27 4 x éves, és aze dllfitom, hogy

52 4+ x = 2+(27 + x).
Jarjunk el a régi modon: a jobboldalon végezziik el mindkét tag szorzasat:
52 4+ x = 54 4 2x,

aytjtsik ossze az ismeretleneket a jobboldalon, tehdt hozzuk ide kivonando-
ul a baloldali x-et, viszont 54-et vigyiik &t kivonanddul a baloldalra:

52 — 54 = 2x — x,
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2x-b8l egy x-et elvéve egy x marad:
52 — 54 = x,

de itt aztén megakadunk: a lehetetlen 52 — 54 kivonds eredményének kellene
egyenlSnek lenni a kitalélnivalé szimmal.

Erre megint ezt lehetne mondani: ha az ismeretlen csakis az 52 — 54
kivonds eredménye lehet, akkor magéban a kérdés feltevésében kell a hibde
keresniink; ez az apa sohasem lesz kétszerannyi id8s, mint a fla.

De nézziik csak meg egy kicsit kézelebbrs| a feladatban szerepl8 koro-
kat: 52 év, 27 év. Akinek van érzéke a szimokhoz, az kiérzl bel8liik, hogy 2
évvel ezeldtt az apa 50, a fiG 25 éves volt, és [gy ekkor volt az apa kora kétszer
annyl, mint a fiGé.

Ugy latszik, csak egy kissé at kell fogalmazni a példdt: hiny évvel ezeldtt
volt az apa kétszerte Id8sebb a fidnal?

[gy mar nem lesz semmi baj az egyenlettel: x évvel ezelStt mindenkinek
a kora x évvel volt kevesebb, tehit ekkor az apa 52 — x, a fid 27 — x éves
volt, és ezekrdl a korokrdl dllitjuk, hogy

52 —x =2.(27 —x).

A jobboldalon a kiilonbséget ismét Ggy szorozhatjuk 2-vel, hogy 27-et is,
x-et is szorozzuk vele (példaul ha a 2.99 feladattal dllunk szemben, ezt leg-
konnyebb Ggy elvégezni, hogy 99 helyett 100-at szorzunk 2-vel, de az Igy
nyert 200-bél azutén kivonunk 2-t — itt 99-et 100 és 1 kiilénbségének fogtuk
fel és ezért lett a kétszerese 2.100 és 2.1 kiilénbsége):

52 — x = 54 — 2x.

Most a baloldalon gydjtsiik &ssze az ismeretleneket, azaz a 2x kivonandét
hozzuk 4t Ide &sszeadandéul:

2x + 52 — x = 54

és most még az 52 dsszeadandée vigyiik at kivonandd gyandént:
2x —x = 54 —52.

A kivondsokat itt nyugodtan elvégezhetem:

X = 2,
Ggy, amint gondoltuk.

De azért ez mér keserves mesterség. Végigjarni az utat a régi médon,
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amlg falba nem itkéziink, akkor visszafordulni, masképp tenni {61 a kérdést,
és elolrél kezdeni az egészet. Pedig mir a keziinkben volt a2 megoldis. Men-
Jink csak vissza oda, ahol megtorpantunk: szinte kiabél az

52 —54:

wHiszen én eldrulom, hogy a kiilénbség 2 ! S&t még azt is, hogy ezt a két évet
ellenkezd irinyban kell keresni: nem ezutdn, hanem ezel6tt. Mért nem
akar]litok ezt belSlem kilolvasni?”

gy kindlkozik, hogy az 52 — 54 kiilénbségnek Is értelmet tulajdonftsunk:
hogy annyinak tekintsiik, amennyl az 54 és 52 kozti kiilénbség, de egy bizo-
nyos - a szokdsossal ellenkezd - irdnnyal ellitva. Minthogy ez az irény vissza-
felé mutat az id8ben, azt Jelzi, hogy a mal korokbél levonni kell 2 évet, a ki-
vonds |elével szokds megjeldini, igy:

52 —54=-—2

Ennek megfelelen az eddigi szdmainkat tulajdonképpen ,,-}-" jelzéssel kellene
ellstnunk, mert ha egyenletiink eredménye az lett volna, hogy a széban forgé
helyzet 2 év miilva 4ll el§, akkor a mai korokhoz hozzdadni kellett volna
2 évet.

Ha ezt ki akarom hangsilyozni, ki is teszem a ,,-"' jelet.

Nem egyediildllé eset az, hogy egy mennyiségnek irdnyt is kell tulajdoni-
tanunk. Ha egy téli napon azt mondjuk, hogy 4 fok van odakinn, ezzel még
nem adtunk kimerftd felviligositdst az utca hémérsékletérdl. Azt is meg kell
mondani, hogy 0 félote, vagy 0 alatt van-e 4 fok; érzékeny ember szimira ez
komoly kiilonbség lehet.

Ugyanilyen pongyola beszéd lll. szézadrél beszélni annak megjelslése
nélkiil, hogy Id8szdmitdsunk kezdete el&tti vagy utdni lll, szdzadrél van-e sz,
vagy 15° foldrajzi hosszlsdgrol annak kozlése nélkiil, hogy a Féld kiindulésul
vett délkorétdl keletre vagy nyugatra van-e ez a 15 fok. A kényveld is ugyan-
csak iigyel arra, hogy szdmléjénak kozépvonalitél jobbra vagy balra szerepel-e
egy 1000 forintos tétel, mert a legtébb ember szémara nem kézémbés, hogy
készletei gyarapodtak-e, vagy csékkentek 1000 forinttal.

Mindezekben az esetekben,,+", llletéleg ,,—" jelzéssel lehetne ellatni a
kétiranyd mennyiségeket, és kiilon nevet adni nekik: a ,,- el8jelleket” po-
zitfv, a ,,— el8jelleket” negativ szémoknak nevezik. Es a negatfv szim mindig
gy foghaté fel, mint olyan kivonds eredménye, amelyben kisebb pozitiv
szambdl nagyobbat vonunk ki. .

Példaul 5 fok van odakinn 0 felett, és a hémérséklet leszill B fokkal. Eza
leszallds csokkenést jelent, ezt hajlamosak vagyunk kivondsnak tekintenl,
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5 fokot kell csokkenteni B-cal, de ennek nincs semmi akadalya, csak tul kell
futni a2 0°-on:

igy 3 fok lesz 0 alatt, azaz —3 fok:
5—8=-—3.

Az ilyen kivonds mindig tilvezet a nullin az ellenkezd iranyba. Ha tehat
az irdnnyal ellitott mennyiségeket akarjuk dbrdzolni a szimvonalunkon, az
egyik iranyban (szokds szerint jobb felé) kell felvenniink a pozitlv szamokat.
az ellenkezd irinyban a negativokat:

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Eza szimvonal maga is felfoghato Ggy, mintaz ellentétes irdnyd mennyisegekre
felhozott példiink egyike: képzeljik, hogy ez egy orszégit, a 0 pontban !¢
szdre irdnyjelzd tdblival:

I —~——— Pdpa Debrecen ——=—

Im in inl | a a

Jbkm dum Tem Budﬁf tem P Jkm
Lanchidflo

Vannak esetek, amikor csak a szamok ,,abszolat” értéke érdekel minket.
az irAnyuk nem, pl. ha csak arra vagyunk kivéncsiak, hogy mekkora a tivolsag
két pont kézdte, A kigyd hosszisiga pl. 3 méter, minden eléjel nélkiil: senk
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sem gondolja komolyan, hogy a farkétél a fejéig 3 méter, a fejétdl a farkdig
szintén 3 méter, Osszesen 6 méter.

Mégis mér szinte virhaté volt, hogy egyszer a matematikaban is felbuk-
kannak az ellentétek, annyira jellemz6 az emberre az ellentétpérokban valé
gondolkodds: az igen és nem, a fény és drny, tézis és antitézls,

De a finomabb elme nemcsak a durva ellentéteket érzi meg: szémtalan
dtmenet van a fénybdl az drnyba. Egy kiindulépontbdl nemcsak kétfelé vezet
Gt:a budai Linchidfétdl szétfutnak az orszdgutak a szélrézsa minden irdny4ba.
Azt a félegyenest tehit, amelyen a természetes szdmokat 4brizoltuk, nemcsak
az ellenlabas felével kellene kiegésziteniink, hanem a 0 ponton 4tmend sugir-
utak egész sokasdgdval:

Ez nemcsak amolyan elgondolis: a birmiképpen irinyitott mennyiségek,
az On. ,,vektorok™ fontos szerepet jitszanak a fizikdban. Egy mozgis akér-
milyen irinyd lehet, egy erd akirmilyen irdnyban hathat. Es az ilyen irényftott
meénnyiségek kozotti mlveleteknek is van értelmik: eléfordul, hogy két eré
hat egyszerre, és az egyiittes hatésuk érdekel minket, Pl. minden evez&s tudja,
hogyha ét akar kelni a folyén, nem a kiinduléponttal szemben ér partot, ha-
nem lejjebb, mert nemcsak a maga izomereje viszi, hanem az 4r is sodorja:

~

SRR, TR ) SRS

— — . —— — . —
i e W TR
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Allévizben a szaggatott vonal mentén haladna a csonak, 4116 csénakot a vastag
vonal mentén sodorna le ugyanennyi idd alatt az 4r; e két hatés alatt az ered-
ményvonal mentén halad és [gy odajut, mintha ezeket az utakat kiilén-kiildn
tette volna meg egymis utin:

—

>

N vagy forditott

5 sorrendben:

~

N
N

7

e g

|

Mindkér sorrendben ugyanoda jutna a csénak; a tagok ebben az 8sszegezés-
ben is felcserélhetsk.

Ez az Gsszegezés is tovibbszdmldldsnak foghaté fel; ilyen ! irdnyban szidm
liljuk meg az egyik ,,Osszetevd" egységeit, utdna ilyen « iridnyban a mésik
vektor egységeivel szamldlunk tovébb, és megnézziik, hogy melyik vektor
vezetett volna egyszerre oda, ahova igy jutottunk: ez az eredmény, vagy
ahogy itt nevezik: az eredd.

Furcsa 6sszeadis ez: pl.

4

3 s ——e 0sszege 7
3 B

pontosan lemérve 5 egységbdl 4ll, tehdc ldtszdlag ilyen képrelen eredményhez
jutunk:
34+ 4=5.

De itt egy pillanatig sem szabad pongyolén beszélnink: meg kell mondanunk,
hogy milyen irdnyd 3-rél, milyen irdny( 4-rél és milyen irdnyd 5-rél van szé,
és gy mir nem olyan képtelenség az, hogy 3 + 4 = 7-nél kisebb eredményt
kaptunk; hiszen ellentétes erdk hatdsinak &sszege még 0 is lehet: a ratériak
allitdlag a 4 lovas szekér hizasira még négy lovat fogtak be, de erdlkodhettek
a lovak, ez mégis mozdulatlan maradt — mert az (] lovakat a szekér misik felén
fogtik be, az elsd négy ISval ellentétes irdnyban.

Tovébb ne is kovessiik a sokfelé szétfutd szimokat, elégedjiink meg a két
ellentétes irannyal.

Az utasitdsunk mir megvan arra, hogy hogyan kell pozitiv és negativ
szdmokat 6sszeadni a szdmvonalon. Ha pl. 48-hoz —5-6t kell adni, akkor 0-
bél kiindulva elébb jobb felé szamitunk 8 egységet:
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8

, =5 =4 =3 =2 =1 O +1 +2 +3 +4 +5 46 +7 +8...

most innen bal felé 5-6t:
-

. =5 ~4 -3 -2 -1 0 +1 42 +#3 +4 +5 +6 +7 +8 ..

igy +3-hoz jutottunk, tehit 48 és —5 sszege +3.
Ne felejtsiik el - a késébbiek miatt —, hogy

04[5 =385

vagyis negativ szam hozzdaddsa helyett egyszerd kivondst végezhetiink.

Szdmvonalunkon a kivonds is egyszeri: az el6bbi eljardsnak a megfordi-
tasa. Pl vonjunk ki +2-bél —3-at; ez azt jelenti, hogy egy Osszeadis ered-
ménye +2, az egyik tag pedig —3, és keressiik a misik tagot. Tehat &ssze-
addskor igy indultunk el: 0-tél balra mentiink 3 egységgel:

3

—

-3 =2 = (O S AT

Most azt kérdezem, hogy mit csindltunk ezutdn, ha végiil is -4-2-be jutottunk?
—3-t6l 5 egységgel jobb felé kell menni, hogy -+2-héz jussunk:

5

=3 @ el TR PR e

tehdt +4-2-nek és —3-nak a kiilénbsége +5. Erdekes, ez ugyanaz, mintha +2-
héz hozzdadtunk volna +3-at. Mindig is igy van: kivonds helyett mindig
végezhetiink &sszeadist, de ellenkezé elSjeld szémmal.

Azt lehetne gondolni, hogy ha méar 6sszeadni tudunk, akkor siman megy
a szorzas is, hiszen —2-t 3-szor venni itt is ezt az Gsszeaddst jelenti:

(=2) + (=) + (=2,

és ha —2-t6l bal felé szamlilunk még 2-t, majd ismét bal felé még 2-t, —6-hoz
jutunk:

(4+3)-(=2) =—¢.
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De héatha a szorzé negatlv szam? Egy szdmot lehet 2-szer, 3-szor, 4-szer egy-
mésutdn Gszeadni, de annak azutdn igazdn semmi értelme sincs, hogy —2-szer
adjuk ossze. Most mar van némi tapasztalatunk, mar nem fogjuk konnyedén
ramondani: ha nincs értelme, hat ne csindljuk, hanem mondjuk ki egyszerien.
hogy negativ szimmal nem lehet szorozni. Hiszen mar a negativ szam beveze-
tése is azért tortént, hogy ugyanazon feladatnak ne kelljen kétféle mdédon
nekimenni, hogy egyontetden jarhassunk el. A szorzis esetében is ez a hely-
zet: ha olyan feladatunk van, amit pozitlv szimokkal dolgozva szorzissal Ichet
megoldani, kényelmetlen dllanddan szétvalasztani az eseteket és ezt mondani .
pozitiv szereplék esetén szorzunk, negatlv szereplék esetén valami mast
csinalunk. Figyeljik meg, hogy miaza mds, amit ilyenkor csindlunk, és nezatly
szamok esetén nevezziik éppen ezt szorzasnak. Jogunk van hozzd, hiszen
aminek eddig nem volt értelme, annak még szabadon adhatunk értelmet.

A sok beszédnél tébbet mond egy példa.

Ha valaki ordnként 3 km-es egyenletes tempdban sétdl, mekkora utat
tesz meg 2 ora alatt? Erre nyilvan szorzas felel: ha1 ora alatt 3 km-t , akkor
2 6raalatt 2.3 = 6 km-t tesz meg a sétdlé. Tehdt az utat megkapom, ha a séta
idejével megszorzom a sétdlo sebességét.

Most rendezziik be a feladatot Ggy, hogy mind az 4t, mind az id6, mind a
sebesség irdnyitott mennyiség legyen. Az (ton van egy pont — ,,itt"-nek
fogom nevezni —amitdl jobb felé haladé sétat pozitivnak, bal felé haladét nega-
tivnak fogok tekinteni. Ha jobb felé tesz meg a sétdlé oranként 3 km-t, azt
fogom mondani, hogy a sebessége +3 km, ha bal felé, akkor azt, hogy a se-
bessége —3 km ordnként. Végre vilasztok egy idépontot - ,,most''-nak fogom
nevezni — és az utdna elteld idét pozitivnak, az elétte elmdlt idSt negativnak
tekintem. A kiindulas mindig ez: ,,most itt van a sétdlo":

Most 1t van a
o séfald +
|
==5 sh ek =F =Z 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 ...

Szoritkozzunk a kritikus esetekre:
1. Valaki 43 km-es orankénti sebességgel sétal, most itt van, hol volt
2 oraval ezel6tt? Amit itt kapunk, azt kell a

(—2)-(+3)

szorzds eredményének tekinteni.
Gondoljuk at: az illetének pozitiv a sebessége, tehdt jobb felé sétalt,
most itt van, ide érkezett (tessék raboékni a tablira), tehit 2 6raval ezelétt




9, SZETFUTO SZAMOK 87

balra volt a tablitdl. Espedig annyival, amekkora utat 2 6ra alatt tett meg:
2.3 = 6 km-rel. A tdblitél 6 km-rel balra —6 van, tehét
(—2)-(+3) = —6.

Eszerint, ha negativ szdmmal szorzunk pozitiv szamot, az eredinény
negatfy lesz.

2. Legyen a sebesség —3 km Srdnként, most itt van a sétdlé; hol volt
2 6raval ezeléte? Ezt tekintjuk majd a

(=2)-(=3)
szorzas eredményének,

A negatlv sebesség azt jelenti, hogy a sétdlé bal felé haladt, most ide
érkezett (tessék ismét rabokni a tdblira); ez csak Ggy lehet, hogy 2 éréival
ezelétr jobbra volt a tablitdl, éspedig ismét 6 km-rel. A téblétél 6 km-rel

jobbra +6 van, tehit
(—2):(—3) = +6.

Eszerint két negativ szim szorzata pozitlv.

Olyan ez, mint a kett&s tagadas: ,,nem igaz 4m, hogy nem figyeltem oda™
- azt jelenti, hogy igenis, odafigyeltem.

A szorzas elGjelszabilyabol rogton kiolvashatjuk, hogy az osztisé is

hasonlo, pl.
(+6):(—3)

azt jelenti, hogy azt a szamot keressiik, amelynek —3-szorosa --6, ez pedig
nyilvan —2. Es a hatvany el&jelszabilya:

(= = (D)D) (=D)-(=2) = (+4):(+4) = +16
- (=2 = (=2:(=2) - (D)D) =
= (14)-(+4)-(=2) = (+16):(=2) —32

iltalaban a negativ tényezék paronként pozitlv szorzatot adnak, és csak az
a kérdés, hogy a parokon kiviil marad-e még egy tényezd, vagy nem; tehdt
negativ szam piros kitevéjd hatvdnya pozitlv, pdratlan kitevéjd hatvinya
negativ.

A szorzas fogalménak kiterjesztését negativ szdmokra itt egyetlen példa-
bol kaptuk; felmeriilhet az a kétely, hogy méis példa esetleg mis szabdlyra
vezetett volna. Teljes megnyugvést csak az ad, hogy (] szorzdsi szabélyunk
teljesiti mindazokat a térvényeket, amelyeket a természetes szimok kozotti
régi szorzasbél lesziirtiink és (gy gondtalanul alkaimazhatjuk, nem fogunk
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ellenkezésbe Jutni eddigi matematikdnkkal. Igy pl. itt is igaz, hogy a tényez8k
felcserélhet8k, hiszen ldttuk (és a sétdlé-példabsl is levezethettiik volna),

hogy
(—=2) + (=2) + (—2) = -5,
azaz
(+3)-(=2) = —6,
a sétdlé-példibol pedig azt kaptuk, hogy
(—2)-(+3) = —6,
tehdt

(+3):(=2) = (—2)-(+3).

Mindig erre fogunk vigydzni, ha (] szémokat, 4] miiveleteket vezetiink
be:éppen, mertazacéljuk, hogy egységessé tegyék eljarasunkat, rajea lesziink,
hogy teljesitsék a régi szabdlyokat. Nehogy szét kelljen vilasztanunk a tenni-
valokat aszerint, hogy az ljfajta szém, illetve mivelet szerepel-e, vagy csak a
régi. Ezt az dvatossdgot a régi fogalmak kib6vitésében nevezik ,,permanencia-
elvnek".

A természetes szdmsor spontdn alkotds volt. Az eleddig j6l mikdds szer-
kezet megakaddsa arra késztette az embert, hogy tudatosan teremtsen Uj
szdmokat. Ami ebben segft: az a forma. Az (ij szim pontos keretei adva van-
nak a régi szimokbdl lesziirt térvényekben, amelyektdl nem akarunk nagyon
elrugaszkodni. Ez ad Gtmutatést ebben a tudatos alkotdsban: az Gj szdmot Ggy
kell megformalni, hogy jol simuljon a kész formakba. Ahogy Goethe mondja
- hiszen a gondolat forméija a sz6 is -

.Mert éppen ott, hol fogalom nincs,
Tesz |6 szolgdlatot a 526, .. "
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10. HATARTALAN SORUSEG

Az (] problémahoz egyenlet sem kell, a legkisebb gyerekkel is megtéreé-
nik, hogy olyan osztassal keriil szembe, amely a természetes szimok korében
elvégezhetetlen. Két gyereknek kell osztoznia egy almén; tisztidban vannak
azzal, hogy egész alma egyikikre sem fog jutni. Nyugodtan el fogjék felezni
az almadt:

— alma
2

és kdzben eszilkbe sem Jut, hogy ezzel ismét bvitették a szimfogalmat.
Eddig egy egyest oszthatatlan egységnek tekintettiink. Most ennek a felét
vezet|iik be 0}, kisebb egység gyandnt , és ha az elsd merész Iépés megtdrtént,
semmi akadélya sincs annak, hogy 1 egészet 3, 4, 5, . . ., akdrhény részre osz-
szunk,és az igy nyert Gjabb kicsi egységekkel szimlaljunk tovabb; pl. két fél,

234
hdrom fél, négy fél, ... vagy Jelekben:=» = — «--
gy gy | 2’2 2

Ez a jeldlés nincs ellenkezésben azzal, hogy eddig az osztast jeldltiik tort-
vonallal, mert ha pl. 2-t kell osztani 3 felé, mondjuk, 3 gyerek osztozik 2 tor-
tén, ezt legiigyesebben Ggy hajthatjik végre, hogy mindkét tortit harmadokra

végjak,és mindenki kap két harmadrészt, azazi tortat:

00

A tortvonal alatti szim nevezi meg, hogy milyen egységrél van sz6: ez a ne-
vezd; a tortvonal feletti szdm szdmldljo meg, hogy hdny ilyen egységet vet-
tiink: ez a szamldlé.
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igy ismét megsokasodik a szamvonalunk: 4] és 4] szamvonalakat vehetunk
fel, egyre kisebb egységekkel. Néhdny ilyet felrajzolok:

f—

0 PR
0 7 2
2 2
0 2 é i 4
J k 3 F
! 2 3 4 5
¢ 4 4 4 4 P
0 1 2 3 ¢ 5 6 7 8 .
& & -] 6 4] [ )
o 1 2 31 4 5 6 7 8 9 10N 1213141516
|- - G - S - S - S ~ T - S - l?? 12 2 2 1’ @2 o2 o2

A kiilonbézé vonalakon szereplé egységek kozt egyenlék is vannak;
nézziik csak meg, melyek esnek pontosan egymds ali. llyenek pl.

1 2 3 6 2 4 8

2T e Y T 0
ebbdl kiolvashatd, hogy mik azok a litszélagos véltoztatidsok, amelyek nem

viltoztatjdk meg a tort éreékée. Pl g-dal egyenlé értékid az egyszeriibb

alakd ;; ‘—: -ot j-dé lehet ,egyszerisiteni”. Ezt ugy hajthatjuk végre,
hogy a szdmldlot is és a nevezdt is osztjuk 2-vel:
$:2=) 642 =1 g = ; De ez természetes is; tessék megnézni, hogy a

harmadok kétszer akkordk, mint a hatodok, és ha kétszer akkora darabokbdl
félannyit vesziink, ugyanannyit kapunk.

Latjuk azt is, hogy pl. ; voltaképpen egy egész, ; pedig 1 egész és ; -

ezt réviden igy irjak: 1%, - tehdt, hogy ezek nem is valodi tortek, hiszen az

értékiik nem része az 1 egésznek; dltdrteknek nevezik 8ket.
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Hogy egyetlen vonalon egyszer( tovibbszdmléildssal lehet U] egységein-

ket is &sszeadni és kivonnl, az vildgos: pl. :-t&l két negyeddel tovdbbszdm-

lalva z-hez jutunk, tehdt

.

4 4

Ugyanigy megy a szorzds egy egész szimmal:
5 5 5
§ o e
e S i LA

és 152—-1:615 tizenketteddel szamlilva tovébb, %-hez]utunk.

Egy kis megakadast jelent, ha kiilénboz6 egységekbdl 4116 szimokat kell
osszeadnunk, pl.

2 B
= £
3 4
a feladat. Itt a kdvetkezd keriilutat vélszthatjuk: keressiik meg az elsé szdm-

vonalat, amelyen talilunk olyan szdmot is, amely ;’—dal, olyat is, amelyi-del

egyenld (ha kicsit uténagondol az ember, litja, hogy mindig van ilyen szém-
vonal). Itt a tizenkettedrészek szdmvonala felel meg a célnak, ezen
9
8 2 ¢

2
12 AR A4
és igy mér egyetlen szimvonalon végezhetjiik el az egyszerii

Ssszeaddst. .
Ugyancsak mas szamvona'~a kell dtugranunk,® ha osztdsrol van szo: tes-

1 1 2 2 5
sék utdnamérni, hogy —-nek a fele —-del, =-nak a negyedrésze —-delegyenld;
2 4 3 12
" Engem ez arra emlékeztet, ahogyan az elektronok ugranak 4t sugdrzdskor az egyik

lehetséges palydrdl a misikra; talin lesz olvaséd, akinek szintén mond valamit ez a modern
atomelméletbdl vett kép.
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(7] 1
1 2
0 2 2
0 1 2 3 ‘
3 3 3 3
0 1 2 3 ‘ 3 -
4 4 4 4 4
0 1 2 3 ¢ 5 13 7 8 .
6 6 6 6 6 3 6 6
o L 2 J & 5 67 4 51002 BKIIE,
fl2 12 12 12122 12 12 12 12 12 12 P2 12 12 12 12

de hiszen ez természetes is, hiszen a négyszer akkora nevez6 azt jelenti, hogy
egy egészet négyszer annyi részre osztottunk,és ezekbdl a részekbd| vettiink
ugyanannyi darabot; igy azutan négyszerte kisebbre sikeriilnek ezek a részek;
ha pl. tortakrél volna szé:

(.

Litjuk tehit, hogy felsorolt mdveleteink barmelyikét alkalmazva t&r-
tekre, ismét valamilyen (valodi vagy il-) tortet kapunk eredményiil; nem baj,
hogy kézben néha orgondnknak mas-mis billentylisorozatan kell jatszanunk.

Igazi problémét ismét a torttel valé szorzas jelent: annak megint nincs

semmi értelme, hogy valamit %-szer egymds utdn adjunk &ssze. Egy kisdidk
ezt mondta egyszer: ha egy egész-szer 3 ennyi: 3, akkor ;—szer 3 ennyi: 3

- és ebben volt némiigaza. Igaz, hogy itt a nyelvhaszndlatis segit: ,,Peti ;-szor

akkora, mint a bityJa" - ezzel azt akarjdk kifejezni, hogy Peti magassiga a

batyja rnagasségénak%- része. %-szor venni valamit azt jelenti, hogy nem az
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egészet vessziik, csak két harmadot bel8le, vagyis a két harmadrészét. Es valé-
ban ez az a szorzds, ami a széveges példdkban kindlkozik: ha 1 kg sz&18 5 fo-
rintba keriil, akkor 4 kg nyilvin 4.5 = 20 forintba, tehét az drat megkapom,
ha 1 kg drét szorzom annyival, ahdny kg-ot vasérolok. Most médositsuk fgy

a kérdést: 1 kg sz8!18 4ra 5 forint, mennyibe keriil % kg? Amit ekkor kapok,
azt fogom

LA

4
eredményének tekinteni.

Hérom negyedkilogramm drit nyilvdn Ggy szémithatom ki, hogy l kg
arét 3-szor veszem. % kg 4ra pedig az 5 forintnak a negyedrésze (ez 1 Ft 25 f).

Ezt kell 3-szor vennem (igy 3 Fc 75 f-t kapok), vagyis :5 valéban azt jelenti,

hogy hirom negyedrészét veszem az 5-nek. Ezt pedig Ggy végzem el, hogy
4-gyel osztok és 3-mal szorzok.
Egészen hasonlé meggondolds vezet arra, hogy osztani pedig dgy kell

}-del. hogy 4-gyel szorzok és 3-mal osztok. Igy ezek a miveletek ismét torte-

ket adnak eredményiil, valamelyik szimvonalon, és meg lehet mutatni, hogy
a szorzés fogalmdnak ilyen kiterjesztése mellett minden régi miveleti szabily
épségben marad. Azon nem szabad csoddlkozni, hogy itt az is eléfordulhat,

hogy az eredmény kisebb, mint az a szim, amit megszoroztunk. Hiszen :—-szor

venni egy szdmot annyit tesz, mint vennl a : részét, ez pedig nyilvan keve-

sebb, mint a szam.

Nagyon kénny( 20-at 1Z-del szorozni: egyszerlen egy negyedrészét kell

venni és 20-nak a negyedrésze 5. Ugyanilyen kénny({ %-del. %-dal. %-del 520~

rozni, hiszen ekkor a szorzanddnak egyszer(en csak felét, harmad-, 6t&drészét
kell venniink. Ezért érdemes a térteket ilyen 1 szamlaléja an. ,,térzstéreek-
re”” bontani.
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0 !
1 7 -
v 2 2
! 2 3 g .
2 k] 3 7 3
0 1 2 3 4 5 .
4 4 4 4 4
0 i 2 31 4 § & 71 3.
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és nézzilk meg a megfelel6 szamvonalakon, hogy 1—‘-; ugyanannyi, mint ; tehdt

L]
2I

+

TR R4
| —
—

1

1
s pedig ls-nak a negyedrésze (tessék megnézni); eszerint pl. a

54.£=34.(1+1)
12 3 412

szorzas Ugy végezhetd el, hogy el6bb 84 harmadrészét vessziik, ez 28, azutin
ennek vessziik a negyedrészéc, ez 7; 28 + 7 pedig 35. Nagy konnylités ez az
angoloknak, akik még mindenféle szimrendszer maradvényait &rzik kiilénbszé
mértékegységeikben, és Igy pl. az & forintjuk, a shilling, 12 penny-re oszlik,
tehdt lépten-nyomon tizenkettedrészekkel kell szorozniok.

Kideriilt, hogy minden alapm(veletiink elvégezhet8 a tértek kérében.
Léssunk erre még egy példit: valaki szimtani feladatokat old meg; a legkony-

hyebbel %—6:‘3 (20 perc) alatt végez, a legnehezebben 156réig (30 percig) is
*8ria fejét. Atlag mennyi idét tolt egy feladattal’
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A legkonnyebb és a legnehezebb példival egyiittvéve
1 i 1
3.2

orat veszodik; ha egyenld nehezek volndnak, ennek az osszegnek a f=le jutna
egyre. Ennyi ideig kell valészinileg egy dtlagos példén dolgoznia. Sz4mitsuk

1
kieztazidét:a hatodrészek vonalan taldlunk egy olyan szamot is, amely —3---da!.

clyat is, amely ;—delegyezlk meg:

2 4 i o 1 ‘
N 2
tehat 13 és 12 osszege ugyanannyi, mint
& =8y B
25 -‘_ -_——,
6 & b
ennek a fele (tessék megnézni) ugyanannyi, mint a tizenkettedek vonaian
3
12°

Tehat egy atlagos példa 1516ra (25 perc) id6t kivén; ez természetesen tobb,

mint amennyit a legkdnnyebb, és kevesebb, mint amennyit a legneliezebb
példara kell forditani.

Birmely két szam 4tlagat Ggy szdmithatjuk ki, hogy az Osszegiik felét
vessziik; igy mindig olyan szimot kapunk eredményiil, melynek értéke a két
adott érték kozé esik, ezért is nevezik a matematikusok szdmtani kzépnek.

Ez az artatlannak latszo példa szédiiletes perspektivdkat tir fel, ha egy
kicsit elgondolkozunk rajta.

El8sz6r is toljuk &ssze valamennyi szémvonalunkat egyetlen egyenesre:
nincs annak semmi akadilya, hogy minden tértet egyetlen szimvonalon 4bra-
zoljunk; csak dctekinthetébb volt eleinte kiilén vonalakat venni fel az egyes
torregységek szémiéra, mert a kozos szdmvonalon az egyenlé értéki tortek
egy pontba esnek (most mindegyik ponthoz abban az alakban from a tértet,
ahogyan elészor fordult elé):
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Ez mér |6 sOrd, de gondoljuk meg, hogy mi csak néhany kiragadott szdm-
vonalat toltunk &ssze, az 6t6dok, hetedek, tizenharmadok, szizadok, szém-
talan sok tortegység még egyiltalin nem szerepel itt. Ha mindezeket hozzi-
képzeljiik, mér elképzelhetetlen sGrlségben lesznek a megjeldlt pontok a
szdmvonalon. Prébéljunk eligazodni kéztiik.

El&szor is latjuk, hogy az egész szdmok is ott vannak kéztiik; ezek fel-

foghatdk 1 nevezdjd tértnek. Pl T ha arra az értelmezésre gondolunk, hogy

ez 3 osztdsét jelenti 1-gyel, valéban 3. Az egész szdmokat és a torteket kdzos
néven raciondlis szimoknak hivjék - ez mir eléreveti az &rnyékét annak, hogy
lesznek kevésbé raciondlisan megalkotott szémok is.

Nulldn kiviil (ez felfoghaté g-nek, %—nak, OI-nek. s. [.t.), melyik lesza leg-

kisebb tort? Vildgos, hogy nem az ;15. mert ennél‘l‘l—3 Is kisebb: ha eggyel tébb-

felé osztunk egy tortdt, a szeletek kisebbek lesznek. De ugyanez a helyzet,
bérmilyen torttel is probalkozunk: ——nl kisebb —— Is, ——-nél kisebb
100 101 1000

%0? is. Tehdt a racionélis szimok kdzt nemcsak legnagyobb nincs, mint az

egész szdmok kdzt, hanem legkisebb sem.
)6, hdt megkezdeni nem tudjuk a racionélis szimok felsorol4sat. Induljunk

ki egy tetszés szerint vélasztott kis tértbél, pl. az 112-b61. és probiéljuk legaldbb
innen kezdve rendre felsorolni a racionélis szimokat. Melyik az 1—12-et kévetd
tére? Ez nem lehet 2 mi vonalunkon kévetkezﬁg—. hiszen tudjuk, hogy % és
% szdmtani kozepe e két tért kozé esik, tehéc %-nil kézelebb esik %—hez.
De bérmilyen més 11—2-1:6I jobbra es6 szémot is mondtam volna :Ig helyett,
ugyanigy képezhettem volna %-nek és e szdmnak a szémtani kézepét, &s ez

Ismét kozelebb esett volna %—hez a gondolt szdmnél. Teh4t %—nek nincs
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kozvetlen rikovetkezdje; arrél sem lehet sz6, hogy innen kezdve soroljuk
fel a raciondlis szimokat. Altaliban ugyanigy lithaté be, hogy birmily kozel
esd raciondlis szimokat is vesziink szemiigyre a szimegyenesen, ezek nem
kézvetlen szomszédok, esik kozéjik mds raciondlis szdm is. Ez az, amit Ggy
fejeznek ki, hogy a raciondlis szamok halmaza ,,mindeniitt srd".

Itt a végtelennek egy Uj képével taldlkozunk: a természetes szimsor vagy
a torzsszdmok végtelen novekedése utédn a hatértalan slrdséggel. Nincs olyan
nagy szdm, aminél még nagyobb ne volna a természetes szimok vagy a torzs-
szdmok sorozatiban — ez a pontos értelme annak, amit a matematikus Igy
fejez ki: e sorozatok a végtelenhez kozelednek. Es nincs olyan kicsi szdm, ami-

1
nél kozelebb ne volndnak raciondlis szimok ﬁ-hez: ezt fejezik ki gy, hogy
%sﬂrﬁsédési helye a raciondlis szimok halmazinak; természetesen nemcsak

‘;i' hanem minden mas raciondlis szdm is sdrisodési hely.

Es mégis el lehet rendezni minden racionélis szdmot egyetlen sorozatba,
ha nem is nagysdg szerint. '

Hogy végtelen sok szdmsorozatba el lehet rendeznl 8ket, azt mér léttuk,
amikor az egyes toértegységekbdl alkotott sorozatokat mas-mds szémvonalon
ibrizoltuk; frjuk az egydntet(ség kedvéért az egészeket Is tort alakban:

és igy tovabb. De most arrél van sz6, hogy ezeket egyetlen sorozatba ren-
dezziik. Ez megtdrténhetik Ggy, hogy a berajzolt ferde vonalak mentén el-
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helyezkedd szimokat irjuk rendre egymés utén; igy persze elSbb-utébb mind
sorra keriilnek:
b &

'q"

1

» ]

- | w
SR

w |-
—Il*

NIW

2
3

- |

. 2er el
‘i 2’334’55

I'\--'l|-l

egyre hosszabb, de mindig véges sok szdmbdl 4116 csoportok kovetik egymist,
tehdt csakugyan egyetlen sorozatot kapunk, aminek fellrdsit barki folytat-
hatja, ha megértette a képezési szabdlyt; st akkor Is, ha rd sem néz a fenti
tdblézat ferde vonalaira, de észreveszl, hogy az elsS csoportban levd egyetlen
tért szamldlojdnak é&s nevezd)ének Bsszege 2, a masodik csoport mindkét
tértjében 3 a szdml4lé és nevez8 Ssszege, a harmadik csoport tértjeiben 4,
s f. t., az utoljéra felirt csoportban 6. Ennek alapjén ugyanis

lévén, a kévetkezd csoport gy képezhets:
6 5 4 3 21

és most mdr birki gépiesen folytathatfa az eljdrdst. Marpedig egy végtelen
sorozatot éppen akkor tekinthetiink teljesen megadottnak, ha a benne levd
torvényszer(ség felismerése utdn akdrmeddig felirhatja a tagjait akérki.
Sorozatunkban persze megegyez8 érték( szAmok is lesznek, hiszen ezt
mér a szamvonalakon Is lattuk, ha tehdt csak egyszer akarunk felirnl minden
raciondlis szdmot, akkor a képezési szabélyhoz azt is hozzé kell vennl, hogy a
kozben fellépé egyszer(sithetd torteket hagyjuk ki. A sorozat eddig felirt

részébdl példéu Iz i 1 Zmznrat:l kl; ezek kéziil 7—'és % 1—~gyel. — 3--g)ftal
2’234 2 3

% %-vei egyenld értékd. Tehat valdjaban igy kezd&dik a racionélis szdmok so-

rozata:

1'1!2|113I112!3|4I1l5?

és ez gépiesen folytathatd, Igy sorra meg tudom mondani, hogy mi e sorozat
elsé, misodik, harmadik, . . . tagja: a sorozat megszdmozhatd; kissé félreért-
hetd szakkifejezéssel ,,megszdmldlhaténak” mondjék.
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Ez az egyszer( tény ismét valami meglepd jelenségre vildgit ra: arra, hogy
a raciondlis szimok (vagyis valamennyi tort) hatdrtalan sGrdsége ellenére, egy
bizonyos értelemben ,,ugyanannyl" raciondlis szém van, mint egész szém.
Hogyan lehet végtelen sokasigokat &sszehasonlitani egymdssal? Erre egy egy-
szer( moéd kindlkozik. Ha egy tédnciskolaban tudni akarom: ugyanannyi fid
van-e jelen, mint liny, nem kell 8ket kiilén-kiilon megszimldlnom. Elég
ez a felszolitds: tessék téncra kérni a hélgyeket! Ha azutén egyetlen fiG sem
marad pér nélkiil,és egyetlen ldny sem drul petrezselymet, akkor mir tudom,
hogy egyenld sokan vannak. Ezt az &sszehasonlitdsi médot végtelen szimos-
sigokra is 4t lehet vinni: ha két végtelen halmaz elemeit &ssze lehet parosi-
tani egymdssal Ggy, hogy egyik halmazbél se maradjon pir nélkiil egyetien
elem se, akkor azt mondjuk, hogy ezek a halmazok egyenld szimossigiak.

Mérmost a racionélis szimok imént felirt sorozata &sszeparosithaté a ter-
mészetes szémok

Hh % 3 4 5 6.

sorozatdval. Az 1-et sorozatunk elsd tagjéval: 1—-gyel parositsuk ossze, a 2-t
1
sorozatunk misodik tagléval:%-gyel. a 3-at %-vel. s. [. t., pl. 10-et a sorozat

tizedik tagjaval, %-gyel; ha azt akarom tudni, hogy 100-nak mi lesz a pérja,

elébb a megadott eljirassal el64llitom a raciondlis szimok sorozaténak szaza-
dik tagjit - és az lesz. Vildgos, hogy ezt az &sszepdrositést barki barmeddig
folytathatja, és lehetetlenség akir a természetes szimok, akdr a raciondlis
szamok sorozatéban egyetlen elemet is megadni, amely igy par nélkiil marad-
na. Tehit ebben az értelemben a raciondlis szimok halmaza és a természetes
szdmok halmaza valéban egyenl6 szimosségd; annak ellenére, hogy a racio-
nélis szimok mindeniitt srd halmazdban az egész szimok is el vannak szérva
mazsoldk gyandnt, litszélag elenyészd kisebbségben.

Ez megint réviligit egy nagy fontossdgl jelenségre: a végtelennel nagyon
csinjén kell binni. Vannak, akik mindenre érvényes logikai elvnek tekintik,
hogy a rész kisebb az egésznél. Ime most littunk egy ellenpéldit: a természe-
tes szdmok csak egy elenyészd részét teszik a raciondlis szimok halmazénak,
mégis ugyanakkora a szdmossiguk. Az ilyen dltalénos logikai elveket a tapasz-
talatok egész sokasdgibél vonta el az ember, de minden tapasztalat csak a
végesben jitszédhatott le. Sok zavarra vezetett mar, hogy a végesben tapasz-
taltakbdl leszlirt elvet ré akartdk hizni a végtelenre is. A végtelen raz egyet
magan és kibdjik aléla.
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Hogy az ember mégis nagyon berzenkedik az ellen, hogy bérhol is egyen-
I6vé vdlhasson a rész az egésszel, annak bizonydra az az oka, hogy nemcsak a
tapasztalds tartja fenn a logikal elveket, hanem tudatalatti er8k is. Az ember
szinte az erkolcsi vildgrendet érzi meginogni attdl, hogy a rész versenyre kel-
het az egésszel, De talén éppen ezért jelenti egy kicsit a tiltott gyliméles &rd-
mét is a kimerészkedés a szigori torvények vilagdbdl a szabadabb végtelenbe.

11. ISMET MEGFOG)JUK A VEGTELENT

Térjiink vissza egy kis idére a végtelenbdl a kézzelfoghatod vildgba, és
gondoljunk megint arra, hogy a keziinkon, amellyel ezt a viligot megfogni
prébéljuk, 10 ujj van. Nem lehetne-e a térteket is belekényszeriteni a tizes
szdmrendszerbe!?

Emlékezziink csak vissza: az egyesektd| balra volt a 10-szer akkora egy-
ségek, a tizesek helye, ezektdl balra kévetkeztek a tizszerte nagyobb széza-
sok, s. [. t. Szinte magdtél kindlkozik, hogy ezt a rendet jobb felé is folytas-
suk: az egyesektdl jobbra irjuk az elsé helyre a tizedeket, a misodik helyre a
tizedek tizedrészeit, a szdzadokat, a harmadikra az ezredeket, s . [. t. De eze-
ket az (] egységeket valahogyan el kell vilasztani az egyesektdl, mert hiiba
gondolom én, hogy

12-

ben az 1 egy egyest, a 2 két tizedet jelent, ezt minden méis ember mégis tizen-
kett8nek fogja olvasni. Ezért teszik ki az an. ,,tizedesvesszét'':

1.2
és nem szabad elfelejteni, hogy ez csak révidités
A
10

1+
helyett; ugyanigy

4
32,456 = 32 + — + e s
10 + 1000
Igy Jutunk a tizedesszdmokhoz.
Azok a tortek, amelyeknek a nevezéje 10, 100, 1000, vagy a tizes szim-
rendszer birmely mids egysége, mind fellrhatdk tizedesalakban is. PI.
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23 20 3

_=.__+_

100 100 100

2
;-ot egyszer(sithetjik Ggy, hogy a szdmldléjat is, a nevez8jét is osztjuk

10-zel:
3 2 3
10010 ' 100
és egészek ebben nincsenek, tehdt végiil is

D om.

100

De vajon minden tort felfrhato-e tizedesszam gyanint?
Az dtalakitds legegyszer(ibb médja az, hogy elvégezziik a tortalakban ki-
jelolt osztdst:

8 b -
5
marad 1,

a megmaradt 1-et tizedekre valtjuk fel, igy 10 tized lesz beléle, ezt 5-tel
osztva 2 tizedet kapunk, igy az eredményben ki kell tenni a tizedesvesszét:

6:5=12,
10
tehdt
§ 12,
5
Hasonléan
1 =7:25 =02
70
20,

most 20 tized maradt, ezt 200 szazadra valthatjuk fel, &s ha 200 szizadot 25-tel
osztunk, B szdzadot kapunk:

7:25 = 0,28,
70
200
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tehdc
13 =0,28.
25
De gyakran miér a legegyszer(bb esetekben megakadunk:
ir~4:9=0,‘|-4...
P
40
4

ez az osztds sohasem fejez8dik be: akdrmeddig is folytatjuk, mindig marad

még 4. Tehat ; nem [rhat6 fel tizedesszdm gyanant.

Pedig milyen kényelmes tizedesszdmokkal szdmolni! Hogy csak egy példac
hozzak ol erre: micsoda gyerekjiték egy tizedesszdmot 10-zel megszorozni!

Ha pl. ez a feladat:
45,365.10,

akkor csak arra kell gondolnunk, hogy 4 tizes 10-szerese 4 szdzas, 5 egyes 10-
szerese 5 tizes, 3 tized 10-szerese 3 egész, s. I. t. Rogtén létjuk, hogy az egész
feladatot elintézhet|iik azzal, hogy a tizedesvessz8t egy hellyel jobbra vissziik:

453,65,

hiszen igy minden helyi érték eggyel balra tolédott,és pl. a tizesekbd| szazasok
lettek. Ha az eredményt még egyszer megszorozzuk 10-zel:

4536,5,

akkor mér az eredeti szim 100-szorosdt kapjuk (pl. az 5 egyesbél ite 5 szazas
lett),és ebbdl rogton lithato, hogy 100-zal gy szorozhatunk, hogy két hely-
lyel vissziik jobbra a tizedesvessz6t. Ugyanigy lathatd be, hogy 10-zel osztani
a tizedesvesszS balra toldsa Gtjan lehet. Ez pedig igazin nem nagy faradsag.
De j6 volna minden tortet tizedesalakban irni!

Hat nézziik csak meg djra, hol akadtunk meg’

i=‘I~:‘3“=('..'l.44 _—
9

40
40
4

Itt mindig 4 marad, abbdl mindig 40 lesz, ha felvéltjuk kisebb egységekre, és
40-ben a 9 mindig 4-szer van meg. Ha ez az osztds nem is ér soha véger,
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mégis teljesen a keziinkben van az eredménye: 4-es ismétlédik benne a vég-
telenségig.

Erre azt mondja a gyakorlat embere: még ha véget is érne ez az osztis pl.
a tizedik tagnal, én akkor sem haszndlndm fel az egész eredményt. Hiszen
nekem legfeljebb deciliterekre van szikségem (és egy deciliter annyl, mint
egy tized liter), vagy centiméterekre (és egy centiméter a méter szdzadrésze),
esetleg grammokra (és egy gramm ezredrésze a kilogrammnak); azt az el-
enyészBen csekély mennyiséget, ami még egy ezredrész utdn van, igazén sz6r-
szlhasogatds figyelembe venni. Nekem az egész végtelen tizedesszimbdl
csak ennyi kell:

0.4,
vagy 0’4'4.
vagy 0,444 .

tehét Ggy szdmolhatok g-del is, mint egy becsiiletes véges tizedesszdmmal.

A fizikusnak ennél t5bb jegyre is lehet sziiksége a maga jéval pontosabb
méréseiben, de ezekben is van egy dn. hibahatér: a fizikus meg tudja becsiilni,
hogy az ember érzékszerveinek és az eszk6zok tokéletlenségének kévetkez-
tében kériilbeliil mekkora ingadozis varhaté a kisérletek megismétlésekor,
és ennél kisebb tizedesjegyet mir a szimolésban sem érdemes figyelembe
vennie. Feltehetd, hogy az eszkdzok tokéletesedni fognak, a mérések hiba-
hatéra szdkebb lesz, de valami hiba mindig fenn fog maradni, valahol - ha
nagyon messze is — meg lehet majd dlini

04444 . ..

tizedesjegyeinek sordban. Nem baj, hogy nem tudjuk elére: meddig kell majd
elmenniink a tivol j6v8ben; azt eldre is tudjuk, hogy még oly messzire is

sikeriilni fog elmenni, met‘t;1 -nek ezt a kifejtését minden hatdron tdl ismer-

jik: tudjuk, hogy minden hatdron tdl ismét csak 4-esek kévetkeznek.

Hat legalabb ilyen értelemben tizedesszimmd alakithaté-e minden tért!
Vagy mésképpen téve fel a kérdést: ha egy osztés sohasem fejez8dik be, leg-
aldbb valamilyen szabily szerint kovetik-e egymdst az eredmény tizedesjegyei,
gy, hogy ez mégis ad 4ttekintést az egészrél?

Kénnyen belithatd, hogy erre mar igennel felelhetiink: minden ilyen
kifejtés el8bb-utébb ,,szakaszossd™ vilik, el6bb-utdbb fellép benne egy szdm-
csoport, amely ett8l kezdve llanddan ismétl&dik.

Vizsgaljuk meg példaul ai—ltértet.
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Ha 22-vel osztunk, a maradék mindenesetre 22-nél kevesebb; ha tehéac
sohasem fejezédik be az osztds, minden maradék az

1 iy 3.4 5 801 & 9 1 17 13
13, T4 95 16 17, 18 19, 20, 21

szdmok egyike. Tegyiik fel, hogy van egy 21 fidkos szekrényiink, és e szamok
egy-egy fidk feliratai. Ha osztds kozben pl. 7 marad egyszer, akkor a 7-es
fiokba betesziink egy golyot. Haaz osztést tiirelmesen folytatjuk, a 22-ik |épés-
kor mir 22 golyét kellett elhelyezni a 21 fickban, és Igy bizonyos, hogy lesz
fiok, amelybe két golyd is jut: legkésébb 21 lépés utin meg kell ismétlddnie
valamelyik maradéknak. De ha szerencsénk van, mér jéval el&bb megismét-
I6dik valamelyikiik, s ha egyszer ugyanaz a maradék, innen kezdve minden
megismétl&dik. Figyeljik meg ezt a példénkon:

2 21:22 — 0,954
22 210
120
100
12,

megélljunk! - mér volt egyszer 12-es maradék. Itt kezd8dlk az ismécl8dés:

21 :22 = 0,9545454. . .
210
120
100
120
100
120
100

tehdt egyetlen ,,rendellenes’ 9-estél eltekintve 54 smétl&dik a végtelenségig.

Forditva, ha ilyen szakaszos tizedesszdmmal 4llunk szemben, r4 lehet Is-
merni, hogy ez melyik tértnek a kifejtése. Induljunk ki 0,9545454 . . . -b8| és
tegyiik fel, hogy még nem ismerjiik azt a tortet, amely ehhez vezetett. Ha
nem ismerjiik, nevezziik el x-nek:

x = 0,9545454 .. . .

Ha ezt 1000-rel szorozzuk, azaz hirom hellyel jobbra vissziik a tizedesvesszét,
éppen az elsd szakasz végéig terjedd rész keriil az egészek helyére:
1000x == 954,5454. ..
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Ha pedig 10-zel szorozzuk x-et, az egészek helyére éppen a szakaszok elbtti
rendellenes rész keriil:

10x = 9,5454... .
Ha az el&bbib6l kivonjuk az utdbbit, akkor egyrészt x-nek 1000-szeresébé| a
10-szeresét kell elvennl, és gy x-nek a 990-szerese marad, médsrészt a tizedes-
vesszb utdni részek mindkét szimban 54 végtelen megismécl&désébél dlinak

és Igy teljesen megegyeznek, tehdt kivondskor kiesnek; 954 és 9 kiilonbsége
pedig 945, Igy végll

990x = 945.
Vigylik még a 990-es szorzét osztdul a jobboldalra:

945

990

Ezt a torcet 45-tel lehet egyszer@siteni:

945 :45 =21 és 990:45 =22,
45 20

tehédt

_

n

X

és tudtuk Is, hogy ennyl.

Kézben azonban elkévettiink egy vigydzatlan lépést: nem igyeltiink a
végtelenre. 0,9545454 . . . -et itt nem csak egy bizonyos pontossigig, hanem a
végtelenségig fellrva képzeltiik el és (gy szorozgattuk, mintha csak valami
véges szdm lenne. Mi jogon tessziik fel eleve, hogy 0,9545454 .. .-nek van
valami véges értelme?

A tovébbiakat inkabb egy egyszer(ibb. példén gondoljuk végig, hiszen az
ugyanolyan problematikus, hogy

£ f o b

nek, ahol az 1-esek a végtelenségig ismétl&dnek, véges értelme van-e. Erdekes,
hogy egy ilyen végtelen tizedeskifejtésen nem szoktak fennakadni az emberek,

de azon méir megiitkdznek, ha ilyen végtelen &sszeaddst litnak: 1 + 10 -
1

- =0 - ig-% - E;W + ... a végtelenségig, holott ez csak mds frisméd
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az el6bbi helyett. De nem azt hibdztatom, hogy az utébbin megiitkéznek, in-
kdbb azt, hogy az els& alakban elfogadjik ugyanezt. Mert az

1 1 1 1
"10" 100" 1000’ 10000

sorozatot még a maga végtelenségében Is adottnak tekinthet]jiik, hiszen akérki
akdrmeddig folytathatja, de olyan végigjdrtnak tekinteni ezt a végtelen utat,
hogy a tagjait mind &ssze Is adhassuk, mégiscsak merész elképzelés. Mit kell
ezen érteni?

Egy ismert matematikusunk még kisdidk kordban a kévetkezd példéval
vildgitotta meg Snmagénak a végtelen sor 8sszegének fogalmit.

Volt egy csokolddéfajta, amit gy akartak népszer(ivé tenni, hogy szel-
vényt is csomagoltak a burkolé eziistpapirba, és aki 10 ilyen szelvényt be-
szolgéltatott, az egy (jabb tdbla csokolddét kapott cserébe. Ha van egy ilyen

tébla csokolédém, a teljes csomagoldsban, mennyit ér ez valéjiban?
Természetesen nemcsak 1 tdbla csokolidét ér, mert a szelvény is benne

van, ésegy szelvényért adnak 116 csokolédét (hiszen 10-ért lehet egy csokolddét

kapni). De ehhez a tized-csokolddéhoz egy tized szelvény is jir, s ha egy szel-

vényért 11T) csokolddét kaphatunk, akkor az 5 szelvényért ennek a tizedré-
szét: %0 csokolddét. Ehhez az % csokolddéhoz tartozik egy szdzad szelvény-

részlet is, és ezért ismét tizedannyit adnak, o --nak a tizedrésze pedig e

100 1000
csokolddé. S 1. t., a végtelenségig; lithato, hogy ez sohasem szakad meg és Igy
az én 1 tabla csokolddém szelvényesti.il voltaképpen

+ = ‘f‘ s + m 4= 4
csokolddét ér.

Midsrészt meg fogom mutatni, hogy egész pontosan 11; csokolidé az

értéke. Az ebben levd 1 egész természetesen magdnak a természetben adott
csokolddénak az értéke, tehdt csak azt kell megmutatnom, hogy az ehhez

mellékelt szelvény ; csokolddét ér. Ehhez elég azt bizonyftanom, hogy 9 szel-
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vény ér 1 csokolddét, mert akkor biztos, hogy egy szelvény ennek a 9-ed részét
éri. Marpedig az egy pillanat alatt igazolhatd, hogy 9 szelvény értéke egész
pontosan 1 csokolddé. Mert tegyiik fel, hogy nekem van 9 szelvényem; be-
megyek a cukorkalizletbe és ezt mondom: ,Kérek egy tdbla csokolddér; itt
a helyszinen szeretném elfogyasztani és majd a végén fizetek.” Elfogyasztom
a csokolddée, kiveszem a hozzé csatolt szelvényt,és most mér 10 szelvényem
van, csakugyan fizethetek,és ez tiszta iizlet: megettem egy csokolddét,és egy
fia szelvényem sem maradt. A 9 szelvény pontos ellenértéke tehdt valdban

1 csokolddé, 1 szelvényé ; csokolddé, egy csokolddéé szelvényestiil 1% csokoli-

dé. Tehit az

1 1 1
14—+ —4——+...
10 "100 7000 |

1
végtelen sor &sszege egész pontosan 1 9’ kézzel foghatdan, s6t megehetden.

lgy fogalmazhatjuk meg ezt az eredményt: ha valami els8, durva kozeli-

1
tésben 1, valamivel finomabb koézelitésben 1 4 7y még jobb kozelitésben,
1
de még mindig pontatlanul 1 + @ + %6. s. [. t. a végtelenségig, akkor ez a
valami teljes pontossdggal 1 ;— e

Igy vilthatom be a régi fejezetek Igéreteit: ebben az egész preciz fogal-
mazisban igaz az is, hogy a kor teriilete egyenes vonali idomokkal kézelithetd
meg, és ugyancsak Ilyen preciz értelemben igaz a torzsszdmtétel is. Ezeket
persze becsiiletszéra kell elhinni nekem; a hosszadalmas bizonyitisokra
nem térhetek ki.

Azalgebriban példaul gy adtunk meg egy szimot: jelentse x azt a szdmot,
amelyet 2-vel osztva, 3-mal szorozva és 5-6t hozzéadva 11-et kaptunk, azaz
jelentse x azt a szdmot, amely eleget tesz az

X
-3 4+5="1
2
egyenletnek. Itt most egy mésik médot tanultunk egy szim megaddsira.

* Hogy 4ltaldban mik tekinthet8k kézelitd értékeknek, arrdl a kivetkezd fejezetben
lesz sz6.
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A matematlkénak azt az 4gét, amely egy szdmot kozelitd értékek segitségével
ad meg, de ekkor Is teljes pontossdggal, analizisnek hivjak.

Induljunk ki forditva 1%—b61: 1 egész 9 kilencedrészre oszthatd, tehdt

T 9 1 10
I—=—4+—-=— =10:9=1,1111, .. a végtelenségig,
5 9T "9 ~ % & B
10
10
10
1

és 1 %-nek az egyen|8sége ezzel a végtelen hosszi kifejtéssel az imént kapot:

pontos értelmet.
Ezt Ggy Is fejezi ki a matematikus, hogy az

L

+100'”'

1 1
1' 1!1=1 1 1.11 _;1 +-—
+10 10

wrészletdsszegek' sorozata az 1% whatdrértékhez” (idegen szoval: limeszhez)

konvergél, vagy Ggy is, hogy az
1 1
14+ —4+—+4...
i 10 100

sor konvergens és az Osszege 1 1

Itt egy (] 8sszeadis-fogalmat hoztunk be; meg kellene vizsgéini, hogy ez
teljesiti-e a régi mdveleti szabdlyokat. Nem akarok ilyen aprélékos vizsgila-
tokba belemenni, csak az eredményiiket kdzldm: szé sincs réla. A végtelen
itt is kibdjik szabélyaink aldl; itt éppen ezért kiilon vizsgalat tdrgyava lett,
hogy melyek azok a sorok, amelyeknek tagjai tetszés szerint felcserélhet8k és
csoportosithaték. A térgyalt

1 1
§ clistiodlatopaflnss i
v 10 ¥ 100 r
sor ilyen, de prébélkozzunk példéul az
1—14+1—=141—=14...
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sorral. Ha itt méis sorrendben végezziik el a miiveleteket, két-két tagor dsz-
szefogva:

1—14+1—141—1+...
0 0 0

egy csupa 0 tagbél 4116 sort kapunk, és akarhény 0-t &sszeadva 0 az eredmény,
teh4t a sor &sszege 0. De ha igy fogjuk &ssze a tagokat:

E Rt i et i P
0 0

akkor ez a sor jon létre:
1404040+4...,

és ennek a sornak nyilvin 1 az 6sszege. Tehdt széba sem j6het, hogy a mive-
leteket teszés szerinti sorrendben végezhetndk el.

Annyl mindenesetre fennmarad, hogy végtelen sort Is tagrél tagra szo-
rozhatunk egy szimmal. ,

Jatsszunk egy kicsit tovabb az eredményiinkkel: ha

111 ... =11
9
b3l elvesziink 1-et, ezt kapjuk:
0,1111... = 1—
9

9-cel szorozva:
9
0.9999... =; :1

10-zel osztva (ha egy hellyel balra vissziik az — 1 egész utén is képzelheté -
tizedespontot, 0 egész lesz):

0,0999...=041,
még 10-zel osztva:
0,00999... = 10,01,

s. i. t. Tehdt az 1, 0,1, 0,01,... véges tizedesszdmok ilyen — néhdny 0 utdn
csupa 9-esbél 416 — végeelen alakban is frhaték, és ebbsl mindjare kovetkezik,
hogy minden véges tizedesszdmot kétféleképpen is lehet végtelen alakban
frni. Legyen pl. 0,2 a szoban forgd véges tizedesszdm, Ezt el8szér is Igy irhat-
juk:

0,200000.. .,
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hiszen 0 szdzad, 0 ezred, O tizezred s [. t. hozzdaddsa mitsem valtoztat a sza-

mon. Masodszor igy:
0,199999 . .

mert az az 1 tized, azaz 0,1, amit itt 0,2-b8l elvettem, ugyanannyi, mint
0,099999 .. ., amit viszont hozzdadtam. (Meg lehet mutatni, hogy ez az egye-
diili kétértelmiség, amire a szdmok tizedeskifejtései képesek.)
A vizsgilt
1
+ = + ——re——i,
100 1000

sorban minden tag az el8z8nek tizedrésze; ezt igy is mondhatjuk: 110-szerese.

Tessék visszaemlékezni a szdmtani sorra, amelyben barmely két szomszédos
tag kiilénbsége ugyanaz volt. Az ilyen sort, amelyben birmely két szomszédos
tag hanyadosa ugyanaz, mértani sornak hivjik.

Nem szabad elbfzni magunkat és azt hinni, hogy most mir minden vég-
telen sort tudunk dsszegezni. Nézziik példiul az

1410 4100 + 1000 + ...

mértani sort, amelyben a szomszédos tagok hényadosa 10. Viligos, hogy
ennek részletdsszegei birmely szimndl is nagyobbd vélnak el6bb-utobb (pl.
mar a negyediktd| kezdve mind nagyobbak 1000-nél),és igy ez a sor a végtelen-
hez tart. S8t, még az 1 hényadosi mértani sor is, amelyben minden tagot az
1-szerese kodvet:

1+14+14+14+14....

hiszen ebben minden részletdsszeg az ezredikt8l kezdve 1000-nél, a milliomo-
diktdl kezdve 1 000 000-nél nagyobb s. I. t.
Ha végre a (—1)-szerese kévet minden tagot:

1) ==, (=D (=1) = 1. (+1):(—)
ismét —1 lévén s f. t., a sor:
1—141—=141-=14...
és err8l mér mindenféle rosszat tudunk. A részletdsszegei sorra:

1,

{ om0,

[ R [

{ =1 44 =1 =04 0=,

!

e
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és Igy tovdbb. Lithaté, hogy ezek véltakozva hol 1-gyel, hol 0-val egyenl&k:

o =P -1 0 ! 2 .

4llandban 1 és 0 kdzt ugrélnak 4t (idegen szoéval ,,oszcilldinak”’) és igy nem ko-
zelitenek meg semmiféle szmot. Még nagyobb, sét egyre tdvolodd az ugridlds,
ha 1-nél nagyobb abszolit érték{ negatlv szdm a sor szomszédos tagjainak
hinyadosa; ennek a képe:

Az eddig vizsgélt végtelen sorok koziil tehdt csaklis az

1+1—{~1—+1 +
10 100 1000

sort tudtuk &sszegezni. Ez bizonydra Gsszefiigg azzal, hogy e sor tagjai egyre

csdkkennek, sét barmilyen kicsivé is lesznek, ha elég messze megyiink a sor-
ban; a csokolddéfogalmazds precizitdsdval 0-hoz tartanak. (Azaz, meg lehet

mutatni, hogy ha valami elsé kézelitésben 1, masodik kozelftésben i%' har-

madik kozelitésben 1—10—6. s [. t., akkar ez a valami teljes pontossiggal csak 0

lehet. Nem fogom ezt mindig ilyen hosszadalmasan megfogalmazni, csak a
csokoladépélda precizitdsira fogok hivatkozni.) Igy elképzelhetd, hogy ha
végtelen sok szdmot kell Is &sszeadnunk, de az egyre tévolabbi tagok egyre
kisebbek, egyre inkidbb elenyész8k lesznek, akkor ezek egyre kevésbé be-
folydsoljdk az eredményt, és Igy a nagyon tdvoli tagokig terjedd részletdssze-
gek egyre jobban reprezentiljik a teljes Gsszeget.
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Csakhogy ez még koréntsem elegend8 ahhoz, hogy a sor Gsszegezhetd
legyen. Mert az

1

WI—l
A=
vy | -

18
2
sorozat ugyancsak O-hoz konvergdl - ha lassabban Is, mint az el8bbi: ott mir
a negyedik tagtdl kezdve volt minden tag ‘I—(—:—o-é*nél kisebb, Itt csak az ezredik-

t8l kezdve - az

1 1 1 1 1 1 1
(R LR L L LI L gL
fotedonedodo de

+ +- + + +13+ + + <

sor részletosszegei mégis végtelenhez tartanak.
Ezt Igy lehet beldtni: mér tudjuk, hogy a tért értéke csdkken, ha a neve-
26t nagyobbitjuk (ha tobb szeletre vigjuk a tortit, a szeletek kisebbek).

Eszerint csdkkentem a részletdsszegeket, ha % helyett a ndla kevesebb

1 1 1_1_éslhe-
15

1 1
10" 11’ 12" 13’

11 1
-, — mindegyike helyett —-ot,
S g 7 B y 8

O | =

—=gt,

Iyett :—6-0t frok és igy tovdbb - dltaliban mindig olyan tagig megyek, mely-

nek nevezdjében 2 valamely hatvinya van (4 =22, 8 =23, 16 =2%) és az
eléz6 tagokat is ezzel a taggal helyettesitem. Tehdt a kévetkezd sor részlet-
dsszegei biztosan kisebbek az el8bbi sor részletosszegeinél:

TR T P,
7 T A T o, ot O DL LT
oo daiahadoliod

+u*%s+ﬂ+72+u*H6+ 436+
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Itt az egyes csoportok értéke:

vl . & 1

——=— Osltve = —

4+4 y egyszer 3

e 1 1.1 4 1

§+E+a+s“3 Sl )
1_8 1

— + - " =-—s.l.t

+ + + + + + 1616 ’ i

Lithatd, hogy fgy minden csoport ;T.et szolgéltat, 2000-szer % pedig mir

1000, 2 milliészor ;—' mér egymillié; Igy e sor elég hosszd részletdsszegei

barmilyen szdmndl nagyobbd vélnak, hit még az eredetileg felvett sor még
nagyobb részletésszegel!

Végtelen sok pozitlv szdm Ssszegezhet8ségéhez tehdt az még nem elég,
ha a tagok csak dgy Immel-8mmal 0-hoz ereszkednek le; alapos tempdban kell
igyekezniok 0 felé.

12. MEGTELIK A SZAMVONAL

A tortek tizedeskife]tései meglepéen szabilyosra sikeriiltek : csupa véges
vagy szabdlyos szakaszokat ismételgetd tizedesszdmot szolgéltattak. Kézben
megbardtkoztunk azzal a gondolattal, hogy egy végtelen tizedeskifejtést is
egyetlen hatdrozott szdmnak tekintsiink, hiszen pl. 1,111 .. .-b8l kiindulva

arra az eredményre jutottunk, hogy ez pontosan 11;-del egyenld. Szinte lehe-

tetlen, hogy fel ne meriiljén a gondolat: el lehet képzelni olyan végtelen tize-
deskifejtést is, amely nem szakaszos; ennek mérmost semmiféle szim sem
fog megfelelni?

Hiszen képezhetjiik a tizedesjegyeket szép szabélyosan is, Ggy, hogy barki
akdrmeddig folytathatja a felirdsukat, tehdt van dttekintésiink az egészrél, és
mégsem taldlhatok benne ismétl8dé szakaszok; pl.
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0,101001000100001000001 . . .

A szabily igen egyszer(l: az 1-eseket mindig eggyel tobb 0 koveti; Igy szé
sem lehet szakaszossdgrél, hiszen szakaszossig esetén eldbb-utdbb az eléfor-
dulé 1-es Jegyeknek Is egyenl8 kézékben kellene kdvetnidk egymést. Ez nem
lehet egyetlen tortnek a kifejtése sem: részletdsszegel nem konvergélhatnak
raciondlis szdmhoz.

Meg fogom mutatnl, hogy valamihez mégis konvergélnak, valami lyukhoz
a racionlis szimok halmazéban; és ez révildgit arra, hogy a raclondlis szdmok
kézt hatdrtalan sGrlségik ellenére még mindig maradtak hézagok.

Ha a tizedeknél 4llunk meg, még egy csomé jegyet elhanyagoltunk,
tehit a kés8bbi részletdsszegek mind nagyobbak, mint

0.1.
Viszont minden részletosszeg kisebb, mint

02.
mert csak ha csupa 9-es kdvetné az 1 tizedet:

0,19999...

volna az el8z5 fejezetben tett megjegyzés szerint 0,2-del egyenl8. Eszerint a
tdvolabbi részletdsszegek mind 0,1 és 0,2 k&zé esnek, vagyis a képik a szém-
vonalon beleesik a vastagon jelolt szémkozbe:

e

0 o/ 02 03 04 05 06 07 08 09

elsd kozelitésiknek e szimkdz barmely pontjét tekinthet|iik.
Ugyanigy lathaté be, ha az ezredeknél &llunk meg, hogy az elég tdvoli
részletdsszegek
0,101 és 0,102

kozé szorulnak; ezt mar csak durvén tudtam |elezni az 4brén, annylira kézel
esnek a pontok egymishoz (az eltérésiik egy ezred), Igy e szimkoz pontjai
mér sokkal jobb kozelitést adnak, és ez az Ujabb szdmkoz egészen az els6 szdm-
kéz belsejében van. A meggondolist folytatva az egymésba skatulydzott egyre
szlikebb

0,101001 és 0,101002 koézétti,

0,1010010001 és 0,1010010002 kozotei,

.....................................
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szamkozokbe kell esni minden elég hosszi részletGsszegnek; ha nem ilyen
rohamosan sz(ikiilnének &ssze ezek a kozok, ilyen volna a kép:

I szémkoz_ -~

R

\_

" e \
(o \ \
72X
E szdmkozok hosszisiga rendre
01,
0,001,

0,000001,
0,0000000001,

azaz egy tized, egy ezred, egy milliomod egység s I. t.; ezek persze O-hoz
konvergilnak (még hozza hanyatt-homlok, Ggy, hogy ezt rajzzal, st megneve-
zéssel se tudom kdvetni). Elég hosszl részletdsszegeink tehit mind e hatér-
talanul 8sszezsugorodd szdmkozokben zsifolédnak &ssze.

Olyan ez az egymiasba skatulyézottsig, mint a kisgyerekek egymésba ra-
kott jatékkockdi. Vagy mint az a tréfis csomag, amelynek kiilsé burkolatit
lehéntva egy Gjabb burkolathoz jutunk, és amint izgatottan bontogatjuk to-
vibb, mindig csak @] és G burkolat keriil a felszinre, a nagy csomag egyre
sovanyabb lesz, de egyszer aztén a végére jutunk, és végiil mégis szokott va-
lami aprésig lenni a sok burkolat kézés mélyén, ha méds nem, hit egy papir-
gombéc. De vég nélkiili bosszisdgot semmiképpen sem lehet okozni egy ilyen
csomaggal.

Nilunk ez végteleniil folytatddik.

A misodik szdmkoz egészen benne van az elsében, a harmadik szdmkéoz
az elsében és a misodikban is benne van, a negyedik szimkoz valamennyi
el628 szamkodznek kozos része és [gy tovibb. A szemléletiink azt mondja,
hogy ha hatértalanul folytatjuk is az egyre szlkebbre zsugorodé egymdasba
skatulydzott szdmkozok képzését, az, amivé &sszezsugorodnak, mindnyédjuk-
nak kozds része lesz. Azt pedig mér be tudom bizonyitani, hogy tébb, mint
egyetlen pont nem lehet benne mindnydjukban. Tegyiik fel ugyanis, hogy
én taldltam egy ilyen kézds pontot és valaki azt éllft]a, hogy 6 taldlt egy ellen-
példat az 4llitdsomra: egy pontot, amely az enyémtdl kiilénbéz8, mégis bele-
esik minden szdmkoziinkbe. Persze, olyat 6 sem 4llit, hogy nagyon tévol ta-
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lilta volna az enyémtdl; én most a szemléletesség kedvéért elég nagy tavol-
sdgot rajzolok, de a meggondolidsok barmily kis tévolsdgra is vonatkoznak:

2 ezred

T

gz enyem oz ové

Barmily kozel is van ez a két pont egymishoz, ha kilonbézék, valami
hatirozott tivolsig mégis van kozottiik; mondjuk, 2 ezred egység. Vegyiik
ennek a felét, ez 1 ezred. Az egymisba skatulydzott szimkozék hossziséga
0-hoz tart, tehét el6bb-utébb valamennyien révidebbek lesznek 1 ezred egy-
ségnél is. Az én pontom valamennyibe beleesik, de még ha egészena bal szélére
esik is egy 1 ezrednél révidebb szamkoznek, e szdimkoz jobb vége akkor sem
nydlhat kia 2 ezred tdvolsigban |év8 pontig:

lezred
— N

az enyém az ové

az ilyen és még rovidebb szamkozokbd| tehdt mér biztosan kimarad az ellen-
példaként felhozott pont; gy szé sem lehet arrél, hogy az is valamennyi szém-
koznek kdzds pontja lehetne.

Tehdt mind a végtelen sok szimkoziinknek egyetlen hatdrozott kozds
pontja van,s minthogy birmely szimkozbe 0,1010010001 . . . elég messzemend
részletdsszegei mind beleesnek, ezeknek a képei egyre kozelebb szorulnak
ehhez a ponthoz: ehhez konvergilnak.

Igy felfedeztiink egy olyan pontot a szimvonalon, amelyhez mindeddig
semmiféle szim sem tartozott; barmily sGrdn is lepik el a tortek a szdmvona-
lat, ebbe a pontba nem eshetett egyetlen tort sem. Hiszen a tortek tizedes
alakja szakaszos, a mi idekonvergalé 0,1010010001 .. .-iink pedig sohasem
vilik szakaszossa. Ez mégis egészen hatdrozott pont, egészen hatdrozott tivol-
sdgban van a 0 ponttdl; de ha megprobiljuk lemérni ezt a tdvolségot, az nem
sikeriil sem egész mértékegységekkel, sem ezeknek tortrészeivel. Hogy ezt a
hidnyt pétoljuk, azt fogjuk mondani, hogy e tivolsig mértéke a

0,101001000100001 . . .

wirraciondlis” szdm, vagyis (] szdmként vezetjlik be azt a mindeddig megne-
vezetlen, de egészen hatdrozott valamit, amit a

A1y 2 0,101, 0,101001,...
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racionélis értékek egyre nagyobb pontossdggal kozelitenek meg. Nem kevésbé

hasznilhaté ez a gyakorlat embere, a fizikus szdmdra, mint a :— = 0,444 . ..

kifejtés: nincs az a pontossag, ameddig el ne lehetne menni e szdm kozelité-
sében, és ismerjiuk mindazokat a tizedesjegyeit, amelyeknek felhaszndldsdra
valaha is sor keriilhet, hiszen e tizedesjegyekrdl a maguk Osszességében is
képiink van.

Ugyanigy mutathaté ki, hogy barmilyen mds térvényszer(séggel meg-
adott nem-szakaszos végtelen tizedeskifejtésnek is megfelel egy-egy hatdrozott
pont, illetéleg egy-egy 0-tol mért hatdrozott tavolsdg a szdmvonalen; minden
ilyen végrelen tizedeskifejtést a megfeleld tivolsig mértékszaminak tekin-
tiink és irraciondlis szimoknak nevezziik 8ket.

Taldn nagyon elvontnak ldtszik ez a gondolatkér, de nekem volt egyszer
egy negyedik polgérista Eva tanftvinyom, aki magitél jott rd arra, hogy van
olyan tévolsdg, aminek a méretét nem lehet sem egész szimmal, sem toreeel
kifejezni. A kovetkezd tréfis feladaton kellett gcndolkoznia: egy négyzet
alakd halasténak mind a négy sarkat egy-egy fa disziti:

t {

Ezt a tavat akarjak kib&viteni kétszer akkora teriilet(ire, de (gy, hogy az ()
té is négyzet alakd legyen és a fak a helyiikén maradjanak. Eva észrevette,
hogy a megoldas ez lesz:
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Itt a nagy négyzet val6ban kétszer akkora teriilet, mint a kicsi, mert ha meg-
hizom a kis négyzet 4tldit:

akkor kénnyen beléthaté, hogy az igy nyert négy hiromszoget kifelé hajlitva:

megkapom a nagy négyzetet; és Igy vildgos, hogy a kis négyzet teriiletéhez
ugyanannyit toldottam hozzd, mint amekkora eredetileg volt a teriilete.

De Eva nem elégedett meg ennyivel. O most mir arra is kivanesi volt,
hogy ha pl. az eredeti halasté minden oldala 1 km, mekkorék lesznek az (]
té oldalai.

A régi t6 teriilete ez esetben 1.1 =1 négyzetkilométer, a nagy téé
kétszer ekkora, azaz 2 négyzetkilométer. A kérdés tehdt az, hogy milyen sza-
mot kell négyzetre emelniink, hogy 2-t kapjunk eredményiil.

Igy jutottunk a hatvényozds megforditisdhoz. a gyokvonishoz, és a fel-
adat tulajdonképpen |2 kiszdmitisa; mert |/2-vel jelSlik azt a szimot — ha
van -, amelynek négyzete 2.

Eva tehdt probélkozni kezdett: a kis négyzet egyik oldala 1 km, a nagyé
ennél nyilvin t6bb. 2 km azonban mar nem lehet, mert ekkor 2.2 — 4 négy-
zetkilométer volna a teriilete. A széban forgd oldal tehdt 1 és 2 km kézé esik.

Most megprébélt Eva néhény tizeddel venni tébbet 1-nél. Prébilgatas
kdzben azt taldlta, hogy

14 =14-14=19 é  152=15.15=2725

1,96 még kevesebb, 2,25 mér t&bb, mint a nagy té 2 egységnyi teriilete, tehét
a keresett oldal hossza

1.4 és 1.5
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km kozé esik. Most mar szdzadokra osztotta ezt a kdze, és ugyanigy kideriilt,
hogy

1.4 és 1,42

km kozé esik a keresett hosszusag. Ezt folytatva egyre jobban kialakult Evaban
az a meggy6z8dés, hogy pontosan sohasem fog olyan szdmot taldlnl, amelynek
2 volna a négyzete. ,,Pedig kell léteznie egy Ilyen szdmnak, itt van kézzelfog-
hatéan a nagy négyzet oldala, megszerkesztettem!"

Igaza volt Evinak a megérzésében: nincs olyan racionélis szém, amelynek
négyzete 2 volna. Hogy ilyen egész szm nincs, azt mér Eva bebizonyftotta,
hiszen megmutatta, hogy a keresett szdm 1 és 2 kozé esik, 1 és 2 kézt pedig
nincs tobb egész szdm. Tehdr még az 1 és 2 kozti téreket kell megvizsgiini.

Ezeket el&bb egyszeriisitsik mindaddig, amig mar tobbé nem egyszerd-

sithetdk. Igy nem vilhat 1-gyé a nevezéjiik, hiszen példaul 13 tulajdonképpen

3 egész, és egész szdm nincs 1 és 2 kozoee, Es bizonyos, hogy a négyzetiik sem

lesz egyszerisithetd. Mert pl.
15§ 15.15
14) 14.14

15
és 1—4azért nem egyszerdsithet, mert

15 = 3.5 és 14 = 2.7

lévén, 15-nek és 14-nek nincs kozos torzstényezdje; kozos torzstényezdkre
pedig az 6nmagukkal valé szorzds Utjan nem tehetnek szert:

3.5y 3.5.3.5

2.7) 2727
és igy sz6 sem lehet egyszer(sitésrél. Mirpedig egy tovabb nem egyszerdisit-
hetd és nem 1 nevezdjli tére semmiképpen sem lehet egyenlS a 2 egész szam-

mal.
Mindamellett Eva probalgatisa egy beskatulydzis kezdete és ezzel egy-

szersmind a tizedeskifejtés kezdete is |2 szdmira. Egy 1 és 2 kozé esd szam
tizedesalakja mindenesetre Igy kezdédik:

O]
minden Igy kezd&dé szam tekinthetd Y2 elsé kozelitésének.
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Ha azt is tudom, hogy ez a szdm 1,4 és 1,5 kozé esik, akkor igy folytatédik
a tizedes alak:

p [ SR

az ily kezdetl szdmok mir jobb kozelitést adnak. Abbol, hogy 1,41 és 1,42
kozt van a keresett szdm, ez a folytatds adodik:

1M as o

Most ezredrészekre kellene bontani az 1,41 és 1,42 kozé esd kozt és megnézni,
hogy

1,410, 1,411, 1,412, 1,413, 1,414, 1,415 1,416, 1,417, 1,418, 1,419

kozul melyik az, amelynek négyzete még kisebb, de a rékovetkezé szam négy-
zete mar nagyobb 2-nél. E két szim mér csak ezrednyi hosszisagd skatulyat
jelent }2 szamira, és a tizedeskifejtés ezredrészeit is pontosan megadja.

Van ennél gépiesebb eljirisis |2 tizedesjegyeinek meghatirozisira, de
a lényeget ez az egyre sz(ikebb hatdrok kézé szoritds vilagitja meg.

Ez az eljirds hatdrtalanul folytathaté és egyre jobb kozelltést ad; tudjuk,
hogy sohasem szakadhat meg, és nem szolgiltathat szakaszos tizedesszamot,
mert |2 nem lehet racionalis. Mégis egész pontosan és kézzelfoghatdan
ott van el6ttiink, hogy mekkora ez az egyre pontosabb kozelitések utjan
megadott |2 szim: akkora, mint a nagyobbitott halastd egyik oldala.

Hasonlé szemléletességgel dllitja elénk az irraciondlis /2-t a kozismert
Pitagorasz-tétel. Rajzoljunk egy olyan derékszogli hiromszoget, melynek

mindkét befogdja 1 egység, és helyezzunk mindhirom oldalira egy-egy négy-
r0tet:

Haa kit kis négyzetbe egy-egy atlot rajzolunk, a nagy négyzetnek pedig mind-
két atlsjar megrajzoljuk, csupa egybevagd hiromszoget kapunk:
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N

és ezek kozlil a két kis négyzetbe egyiittvéve, a nagy négyzetbe pedig egy-
magdba négy esik. Tehdt a kis négyzetek teriilete egyiittvéve annyi, mint a
nagy négyzet teriilete, vagyis ~ minthogy egy négyzet teriiletét egy oldaldnak
négyzetre emelésével szimithatjuk ki -, a két befogd négyzetének &sszege
egyenid az &tfogd négyzetével (ez nemcsak erre a speciélis hiromszbgre, ha-
nem minden derékszogd hiromszégre igaz; az dltaldnos bizonyitas valamivel
bonyolultabb). Itt a két befogé négyzetének osszege:

4t 1=

és ez a 2 ugyanannyi, mint az 4tfogd négyzete, vagyis az dtfogd hosszisiga
V2 egység. ]

Meg lehet mutatni, hogy az irraciondlis szimok kérében a miveletek gy
végezhetdk el, hogy a kozelitd értékekre alkalmazzuk ket ; a kozelits értékek
pedig raciondlis szmok, és ezek épségben tartjdk a régl miveleti szabalyokat.
Itt azzal az esettel van dolgunk, amikor ezt a végtelen sem rontja el.

Most térhetiink vissza ahhoz a fiigg6ben hagyott kérdéshez, hogy lehet-e
egy kocka élét vagy egy téglalap oldalait mindig cm-ekben kifejezni. A felelet
az, hogy nem mindig lehet, olyan értelemben, hogy még olyan tévolsagok is
vannak, amelyeket a2 cm semmiféle tortrészével sem lehet pontosan meg-

mérnl, Mert ha pl.zlc-’cm fér ré valamely tévolsdgra 31-szer, akkor ez a tivol-

sig ;10 cm, és éppen most lattuk, hogy ha egy derékszdgii hAromszog mindkét

befogéja 1 cm, akkor az atfogd hosszisiga ezen egységben semmilyen racio-
nélis szammal sem fejezhet® ki. (Azért kell hangsdlyozni, hogy ebben az egy-

ségben, mert hiszen /2-nek egy hatirozott hosszlsig felel meg, akdr ezt is
vélaszchatndk Gj egységiil, és ebben persze & maga kifejezhetd volna.)

Mindamellett a kézelltd raciendlis értékek segltségével csokolddépre-
cizitdssal meg lehet mutatni, hogy ekkor is helyesek maradnak a régi teriilet-
és kobtartalomszdmitdsi eredmények.
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A miésodfokl egyenlettel kapcsolatban is van még adossigom. Ott meg-
akadtunk az

(x +3) =2

egyenletnél. Ezt most mir megoldhatjuk. Minthogy méir negativ szidmaink 1s
vannak és tudjuk, hogy mind a pozitiv, mind a negativ szdmok négyzete pozi-
thv, +)2 is. —)/Z is tekinthetd annak a szimnak, amelynek négyzete 2. Igy

x+3=+ 2 vagy x+3=—|2
¢és ha a 3-at kivonandoul vissziik 4t a jobboldalra, két eredményt is kapunk:
x=+J2—3 vagy x=—}2—13,
De a negativ szdm djabb bonyodalmat hoz létre: az
x* = —9

egyenlettel nem tudunk mit kezdeni, hiszen +3-nak is, —3-nak is 49 a
négyzete; nem tudunk olyan szimot, amelynek négyzete —9 volna. Erre még
visszatérek.

Az irraciondlis szamokat azért vezettiik be, mert hézagokat taldltunk a
szamvonalon: olyan pontokat, amelyekhez eddig nem tartozott szim. A ra-
ciondlis és irracionalis szimok egyiittese (k6z6s néven: valds szimok;; lesznek
a val6sagtél elrugaszkodébb szdmaink is) most mér teljesen kitoltik a szdm-
egyenest. Mert ha ezen félvesziink egy tetszés szerinti pontot, ez sorra bizo-
nyos egészek, bizonyos tizedek, bizonyos szdzadok kozé esik, mint Y2 Eva
tanitvinyom vizsgilataiban, és ez sorra egy tizedeskifejtés jegyeit szolgil-
tatja. Ha ez a kifejtés valahol befejez8dik (a pont egybeesik valamelyik tized-
del, szdzaddal, ezreddel, . ..) vagy szakaszosra sikeriil, akkor raciondlis szim
tartozik a pontunkhoz, ha nem, akkor irraciondlis.

Ha pl. a csokoladé-példaban szerepld 1 :;— szdmnak megfelels pontot pro-

bilnank ilyen skatutyikba zarni, azt tapasztalnank, hogy ez sorra 1 és 2 kozé,
14 és1,2 kozé, 1,11 és 1,12 kozé, 1,111 és 1,112 kdzé esik és igy tovabb, tehit

% Bl T A s

is rendre beleesik e mindjobban osszesz(kiilé skatulydkba (ezeknek éppen a
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bal végpontjira esnek); ez a hittere annak, hogy 1 13 egyre jobb koézelltéseit

adjak, hogy birmilyen kézel Is jutnak hozz4. Es persze szakaszos tizedeski-

fejtést adnak, hiszen 1 ; racionélis.

Sokan vannak-e az irraciondlis szémok? Ha eddig csak kivételesen keriil-
tek is elénk, mégis sokan lehetnek, hiszen azt véletlennek érezziik, ha egy
tizedeskifejtés szakaszosra sikeriil. De egyszer mir csalédtunk az Ilyen érzé-
siinkben: a racionélis szdmokrdl is egészen magétdl értet8dbnek tartottuk,
hogy tébben vannak, mint a természetes szdmok, mégis kideriilt, hogy vala-
mennyi racionélis szim egyetlen sorozatba rendezhet, és igy maradéktalanul
ossze lehet Sket parositani a természetes szdmokkal: a sorozat elsé tagjit
az 1-gyel, a mésodikat a 2-vel, s. I. t. Vajon az irracionélis szimokrél mit mond
ez az Ssszepdrositdsi modszer!?

Vizsgéljuk egyeldre a racionélis és irraciondlis szémok egyiittesét: a valds
szdmokat, mégpedig valamennyit tizedes alakban. Ezek kéziil szorftkozzunk
a 0 és 1 kdzdtti, azaz 0 egésszel kezd6d6 szdmokra, hogy az egész részekkel
ne kelljen bajlédni. Azt llitom, hogy még a valés szimok e részletének is na-
gyobb a szdmossiga, mint a természetes szimoké: nem lehet &ket sorozatba
rendezni Ggy, hogy bizonycs valés szdmok ki ne maradjanak a sorozatbdl.

Mert tegyiik fel, hogy valaki azt éllitja: nincs igazam, & tud egy ellen-
példat. © megszerkesztett egy sorozatot a 0 egész kezdet( valés szimokbdl és
ebbsl nem maradt ki semmi. Felirja ezt a sorozatot, persze gy, hogy néhény
szdmot ad meg, és a sorrendjiikben valami olyan toérvényszer{ség mutatkozik,
hogy ezutdn mar akérki akirmeddig folytathatja. De mar az egyes irraciondlis
szamokat is csak ilyen médon adhatja meg, hiszen ezek végtelen tizedesszi-
mok. Hat mondjuk, hogy Igy kezd8dik ez a sorozat:

Az elsd szdm: 0,1
a masodik szam: 0,202020. ..
a harmadik szém: 0,3113111311113 . ...

és ezek allitdlag valamilyen térvényszer(séggel folytatddnak gy, hogy elébb-
utébb minden valds szém sorra keriil.
Bérmilyen is ez a térvényszer(ség, én rogtén meg fogok alkotni egy 0
egész kezdet( valds szamot, amely biztosan kimaradt ebbél a sorozatbél.
El8szor is kiegészitem a sorozat véges tizedesszdmait csupa drtalmatlan
0 hozzifiiggesztésével végtelenné; igy
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az elsd szdm: 0,1000000000000 . . .
a misodik szdm: 0,2020202020202 . . .
a harmadik szdm: 0,3113111311113.....

Most hozzifoghatok. Az én szimom mindenesetre fgy kezd&dik:

Mit Irjak a tizedek helyére? Megnézem, hogy mi van az ellenpélda elsé
szdméban a tizedek helyén, és én mdst frok ide, csak arra vigydzva, hogy O-t
és 9-et ne irjak. Hogy valami hatdrozottat mondjak, itt az ellenpélda els& szé-
maban 1 tized szerepel, én tehdt 2-t frok az én szimom tizedeinek helyére
(most és a tovabbiakban is éppen (gy irhatnék 3, 4, 5, 6, 7, 8 kéziil birmit); ha
mds, mint 1 lett volna e helyen az ellenpélda elsé szim4ban, én 1-et vélasztot-
tam volna tizedil. Tehdt az én szdmom eddig:

A szdzadok helyét Ggy toItém be, hogy megnézem: hiny szdzad van az ellen-
példa mésodik szdmédban, és az én szdmom szdzadjainak helyére mdst frok,
csak O-t és 9-et nem. Maradjunk az 1 és 2 mellett; az itt felhozott ellenpélda
masodik szdmdban 0 szdzad szerepel és ez nem 1, tehit én 1-et frok e helyre
(ha ott 1 lett volna, én 2-t frnék). Az én szdmom tehét Igy folytatédik:

021 ....

Ez ugyanigy megy tovdbb: az ezredek helyére 2-t irok, mert a harmadik
szémban 1 ezred szerepel, tehdt hirom jegyig:

0212....

az én szémom, és most mér mindenki folytathatja akdrmeddig: ha az ellen-
példa szimai valami értelmes térvényszer(séggel kdvették egymiést, akkor
az én szdmom képzésében sem lehet megakadni. Igy kapok egy olyan 0 egész
kezdet( végtelen tizedesszdmot, amely biztosan kimaradt a sorozatbél. Mert
az ellenpélda elsé szdmétdl legalibb a tizedekben, a mésodiktél legaldbb a
szdzadokban, a harmadiktél legalibb az ezredekben, mindegyikt8l legaldbb
egy jegyben kiilénbézik. Az sem lehet, hogy csak alakban kiilénbszik, de érték-
ben nem, az ellenpélda valamelyik szdmdtél, mert ilyen kétszin(ségre csak
olyan szimok képesek, amelyekben egy helytdl kezdve csupa 0 vagy csupa 9
koveti egymadst, az én szimom pedig csupa 1-esbél és 2-esbal 4ll,

Barki birmilyen médon prébéiné tehdt sorozatba rendezni, azaz az 1, 2,
3, 4, 5,... természetes szdmokkal Gsszepdrositani a valés szimokat, mindig
lesz olyan valés szém, amely kimarad ebbdl: a valés szdmok szdmossdga na-
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gyobb, mint a természetes szimoké. Ha nem csak a 0 egész kezdetiiekre szc-
ritkozunk, akkor természetesen anndl inkébb,

Igaz, hogy ezt a racionlis és irraciondlis szimok egyiittesérdl mutateam
ki, De a raciondlis szdmokrél mér tudjuk, hogy megszamlélhatdk, azaz soro-
zatba rendezhet8k. Ha az irracionélis szimokat is sorozatba rendezhetnék,
akkor nagyon kénny( volna egyesiteni e két sorozatot: felviltva egy elemet
az egylkbdl, egyet a masikbol valogatva az (ij sorozatba. (Pl. a pozitiy és a nega-
tlv egész szdmok

T 2 FH & B
és
—1, —2, =3, —4, —5,...

sorozatait gy egyetlen
1" _'1i 2l '—2l 3! _3| 4v —4u 5| _Sn---

sorozattd egyesithetjiik.) A raciondlis és irracionalis szdmok egyesitett soro-
zata pedig valamennyi valés szdmot tartalmaznd, mérpedig éppen most bizo-
nyftottuk be, hogy erre egyetlen sorozat sem képes. Igy tehit az irracionilis
szdmok halmaza kiilén sem alkothat sorozatot, nem iehet megszimlilhatd;
ennélfogva nagyobb a szdmossdga, mint a raciondlis szimoké.

Széval nem éppen csak néhiny hézag betdltésérsl volt sz6 2 mindeni:t
s{rd raciondlis szdmok halmazdban, amikor az irraciondlis szimokat bevezet-
tiik. A valés szdmok folytonosan nydinak el a szdmvonalon, ésa racio.
nélis szdmok minden sGrdségiik ellenére csak a benne elszért mazsolik. En
itt érzek valami hasonlatossigot az éterrel, amelyrédl azt tették fel, hogy min-
den drt hézagtalanul tolt be a fold légkorében is, és szétszértan Gsznak benne
a ldtszélag mindeniitt jelenlevd levegémolekulik.
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13. A LAZGORBEK KISIMULNAK

Amint gy(jtégetem az addssigokat az el8bbi fejezetekbsl, eszembe Jut
az az 4rva egyes a Pascal-hiromszdg tetején:

Bebizonyitottuk, hogy a misodik sortdl kezdve az egyes sorok tagjainak

dsszege rendre:
25 & B

ha a legfelsé 1-es is beleilleszkednék ebbe a rendbe, 2° volna az értéke. De
2%-nak mindeddig nem volt értelme — 0-szor nem lehet 2-t tényezéil ven-
ni — és eddig még nem meriilt fel asziiksége annak, hogy értelmet adjunk neki.

Foglalkozzunk egy kicsit Gjra a hatvinyozdssal. Emlékezziink vissza arra,
hogy milyen kénny( volt egy szdm hatvényait szorozni egymdssal; csak &ssze
kellett adni a kitev&ket: pl.

32.34 =3.3.3.3.3.3 =3 és 6 =244

Més mveletek is kénnyen végezhetk el, ha egyetlen szdm hatvényai szere-
pelnek: pl.
3% 3.3.3.3.3.3
3* 3.3

és ha 3.3-mal egyszer(sitiink, ezt kapjuk:

_3;31_'_3_'1=3.3.3.3 — 34

tehdt
— =3 b 4=6—2,
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vagyis ugy végezhetjiik el az osztdst, hogy a kitev8ket kivonjuk egymdsbdl.
Vagy:
(39)¢ = 32.32.32.3* = 3.3.3.3.3.3.3.3 =38

(
[
[
l

és

tehat ha hatvdnyt kell hatvdnyoznunk, egyszer(ien megszorozzuk egymassal
a két kitevét,

Erdemes ezért tablézatot késziteniink egyetlen alap hatvinyairél. Vilasz-
szuk alapul a 2-t, ennek kénny( is sorra kiszdmitani a hatvanyait:

2! = 2 Ha két szdmot szoroznunk kell egymdssal és szerencsénk van,

22 = 4 akkorebbdlatéblizatbél munka nélkiil elleshet]iik az eredményt.

2% = 8 Ha példaul

2= 16 64.32

%: - :i a kijelolt szorzds, az szerencse, mert mindkét szdm szerepel a

27 128 tiblézatban. A hozzdjuk tartozd kitevék: 6 és 5, ezeket nem
28 _ 754 M8y eset Osszeadni, Igy 11-et kapunk, egy gyors pillantds a 11-ik
. sorra és megvan az eredmény:

2 = 512

210 — 1024 s s

211 — 2048 Ha pedig 32-t négyzetre kellene emelni, az ehhez tartozé

2'? -~ 4096 kitevs 5, ezt 2-szer venni Ismét pillanat mdve, gy 10-et kapunk,
--------- és a 10-ik sorbdl mér olvashatjuk is:

322 = 1024.

Ez igazdn gyerekjiték, de kir, hogy nem minden szim szerepel a tibldzatban!
Erdemes volna a hatvényozis értelmét kiterjeszteni gy, hogy minden szim
(példéul 3 is) 2 hatvinyaként legyen felirhato.

Igy a hatvinyozisnak egy 4] megforditdsihoz jutunk: most azt a kitevér
keressiik, amelyre az adott 2-es alapot felemelve pl. 3-at kapunk eredményiil.
Ezt a mdveletet (és az eredményét is, ha lesz) logaritmusnak nevezik.

A legkellemetlenebb tértekkel szimolni; és ezek még nem szerepelnek
a tblizatban: 2-nek legkisebb hatvénya: 2! mar 2 egésszel egyenld. Az Gj
értelmezésben vezetd szempont lesz, hogy — mint eddig is — nagyobb szim
2-nek nagyobb kitevsj(i hatvinyaként legyen felirhaté; nehogy Gssze-vissza
kelljen keresgéini a tdblizatban. Tehét 1-nél kisebb kitevSkre is értelmez-
niink kell 2 hatvdnyait, ha térteket is akarunk kapni.
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Ha egész lépésekben megyiink visszafelé, sorra

b g g i i W e TERSES
virja az értelmezését.

Ebben a mivelet-kiterjesztésben kiilonésen fontos arra vigysznunk, hogy
a régi miveleti szabdlyok érvényben maradjanak, mert nem szabad szemiink
elél veszteni a célt: azt akarjuk, hogy az G) hatvinyokkal ugyanolyan kényel-
mes legyen a szdmolds, mint a régiekkel volt.

Tobbek kézt arra kell vigydznunk, hogy ha 2-nek valamely hatvényit
2%-nal szorozzuk, az eredmény ugyanaz legyen, mintha O-t adnink hozzi a
kitev8jéhez. De 0 hozzéaddsa nem viltoztat semmit; 2°-t tehit Ggy kell értel-
mezniink, hogy a vele valé szorzés ne véltoztassa meg a szdmok értékét. Az a
szorzo, amely nem véltoztat egy szdm értékén, az 1, tehdt 2%t (&s hasonldan
barmely més alap 0-ik hatvényét is) gy kell defini&lnunk:

=1

Ezzel a Pascal-hiromszég is egydntet(ivé vilt,
2-1 értelmezésekor arra kell tigyelniink, hogy

21.2-1 = 214(-1) —21-1 — 20 _ 4
legyen, ha pedig a

g =1

egyenldségben a 2! szorzét osztéul vissziik 4t a tdlsé oldalra, ebbél
21l
21

kovetkezik. Hasonldan adddik a
22.2-2 — 22+(-2) — 20 — 1
kovetelménybél

a
23.2-3 — 23+(-8) — 20 — 1
kovetelménybél
1

23 =_
28’

és [gy tovabb. Ha tehit iigyelni akarunk a kényelmes eljrisok sértetlenségére,
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a negatlv kitevd|G hatvinyokat (gy kell értelmezniink, mintha mindig 1-et
kellene osztanunk a megfelel6 pozitlv kitevsjd hatvinnyal.
Igy most mér visszafelé is kib&viil a tibldzatunk, a tértek felé:

2—3:1_=1—=1 8=0.125
22 8 10
20
40
2-2:,1.:1—:1 4=0.25
2* 4 1
20
2—1*1—21—‘:1.’2:0.5
28 2 40
20— 1
P 2
4

Ez mar j6 segédeszkdz az 1;,1—,:'—, ... tortekkel, illetéleg a 0,5, 0,25,

4 8
0,125, . . . tizedesszdmokkal valé szdmoldsban is.
De még mindig nagy hézagok vannak a tdbldzat egyes szdmai kdzotr,
pl. 2! =2 és 22 = 4. Ha egy 2 és 4 kozotti szdmot (pl. 3-at, de akér 2,7-et)
akarunk 2 hatvényaként felirni, akkor ez a kfvint médon csak 1 és 2 kozé esé

kitev8velsikerilhet. E két szdm kozt van pl.1 %,ez 1= ; miatt%-del egyenld,

tehat értelmezniink kell 2-nek%-ik. altalaban tortkitevéjd hatvényalt is.

Ezt az értelmezést eldonti az, hogy a hatvény hatvdnyozdsinak szabdlydra
is vigydzni akarunk: ha ez itt is érvényben marad, akkor

32 a [}
L &= Y
(2‘] ™

tehat ekkor2 csakis az a szim lehet, amelynek négyzete 2% de ez az, amit
‘igy jeloltiink: ¥23, és Igy

3
3
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k]

2’ — VB =8,
Ezt a [/8-at egy tizedesig kiszdmitva 2,8-et kapunk, mivel pedig

3—=3:2 =15,
2

10
(2 kitevével kell szdmolnunk, és tizedesszdmmal egyszer(bb a szdmolds, mint

a ; torttel) Igy ezt a sort iktathatjuk 2! és 22 sora kdzé:

21
21.5

2
2,8
2 —4

o

Titkos vigyunkat, a 3-ast még gy sem értiik el, bir 2,8 mir elég kozel
van hozzd; be lehet bizonyltani, hogy 3-at 2-nek semmiféle tértkitev8jd hat-
vénydval nem lehet pontosan elérni, de meg lehet kozeliteni ilyenekkel tetszés
szerinti pontossiggal. llyen megkdzelitésekkel definidljuk az irracionilis
kitev8j( hatvényt.

Ez az alapgondolata a logaritmustébla készitésének. A régi logaritmus-
tdblék csakugyan (gy késziiltek. A kézépiskolabdl ismert tébla 10-es alapi
(és az alapot nem Is jelzik rajta, csak a kitevét); itt mar komoly 4ldozatokat
hoztak az ujjakkal valé jiték kedvéért: 10 hatvanyai, 10, 100, 1000, . . . kozétt
még sokkal nagyobb hézagok tétonganak, mint 2 hatvényai kozt, ezeket még
sokkal nagyobb faradség kitolteni.

Egyes logaritmustablikban még valami ,,e'" alapd természetesnek neve-
zett logaritmus is szerepel. Ez az ,,e” egy 2,71 . . . kezdet{ irracionlis szim;
micsoda gondolat éppen ezt tekinteni természetes alapnak? Sok Gton lehet
eljutni ehhez; legligyesebbnek a kévetkezdt érzem:

Nemhogy 10 volna a helyes alap egy logaritmustdbla sziméra, de j6
volna még 2-nél is kisebb szimot venni alapul, akkor még kisebbek lesznek a
hézagok az alap egész kitevds hatvdnyai kézt. 1-ig persze nem mehetiink le,
hiszen 1-nek minden hatvinya 1, 1 ald pedig nem célszeri menni, mert ha
valédi tortet hatvdnyozunk, kisebb eredményt kapunk: pl. (15] = ;% = j—'
Probilkozzunk 1,1-del, ez mér csak azért is kénnyd lesz, mert 11 hatvényait
mdr a Pascal-hdromszgbél ismerjiik, és csak a tizedespont kitevésekor kell
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arra gondolnunk, hogy valahdnyszor tizeddel szorzunk, ez 10-zel valé osztdst
Jelent, tehit mindannyiszor egy hellyel balra csiszik a tizedespont. Azt se
felejtsik el, hogy birmely alap O-ik hatvdnya 1.

51V =1

1.1 =11
112 =121
1,12 = 1,331
1,14 =1,4641

..........

Ezek a hatvinyok Igen lassan névekszenek, és gy mér egy egész sereg
1 és 2 kozti szdm szerepel, a firadsigos hézagkitoltés elstt Is.

Persze még kisebb, 1-hez még kozelebbi alap még jobb volna; prébil-
kozzunk még az 1,001 alappal (itt két-két O-val elvdlasztva kapjuk a Pascal-
hiromszég elemelt):

1,001° =1
1,001 = 1,001
1,0012 = 1,002001
1,0013 = 1,003003001

Ez mér azutdn oridsi sGrlség; olyan csigalassisdggal ndnek ezek a hatvanyok,
hogy szinte gyanakodni kezd az ember: elérik-e egyéltaldn a 2-t? De be lehet
bizonyltani, hogy ha nagyon-nagyon lassan Is, de mégis végtelenhez tartanak
az 1-nél még oly kevéssel nagyobb szdmok hatvanyai is.

Ennek a tblinak még van egy kis szépséghibija: éppen a lassi ndvekedés
miatt ardnytalanul nagy kitevd tartozik itt a kicsi szdmokhoz is; kériilbeliil
az ezredik hatvényig kell menni, hogy 2-t elérjiik. Ezredekkora kitevSk har-
monikusabban hatnénak. Ezen igen konny( segiteni: emeljiik az alapot ezre-
dik hatvényra. Ugyanis

i3 oL 1000
(1,0011000)"%° _ 4 001 %% _ 1,001"™ — 1,001°
2 2 2000

el 1000, ——— e
(1,0011000)%%% _ 4 001 %% — 1,001"™ = 1,0012
és igy tovdbb, tehdt az 1,001'% alapot csakugyan ezredakkora kitevsre kell
emelni, mint az 1,001 alapot, hogy ugyanannyit kapjunk eredményiil.

Az 1,001'%% alap hatvinyozisakor ezred-lépésenként haladhatunk eldre;
tizedes alakban pedig
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—1—=U.001. —2—=0,002. i=0.003....
1000 1000 1000

tehét, felhasznilva az imént nyert Ssszefiggést az 1,001 alap hatvényaival:

(1,0011000)0  — 4,001° = 1
(1,0011000)0.001 _ 1,001 = 1,001
(1 ‘w1 1000)0,002 = 1'001 2 -1 .002001

[gy most mér nincs semmi arénytalansdg a szémok és a hozzdjuk tartozd ki-
tev8k kozt; a sdrlség pedig megmaradt.
Vildgos, hogy az

1,000110 900, 1,00001100 000, 1,0000011 900 000, _

alapok egyre jobban megfelelnek a célnak, és be lehet bizonyitani, hogy ez a
sorozat konvergdl egy 2,71 ... kezdet( irraciondlis szimhoz. Ez a szdm igen
fontos szerepet jatszik a matematikdban, kiilén nevet is kapott: &t nevezik
e-nek. Es az e alapl logaritmust természetes logaritmusnak hivjék: ilyen ter-
mészetes (ton vezet hozzd az egyre célszeriibb alapok keresése.

A logaritmus kedvéért kitoltéttiik a hatviny definfcidjaban mutatkozé
hézagokat: most mir minden kitevére van értelme a hatvinynak, nemcsak
természetes szdmokra. gy médunkban van kiegésziteni a hatvényfiiggvény
nagyon hidnyos lizgorbéjét is. Egyenletekkel is tudunk mér bénni, tehdt fel-
frhatjuk ezt a fiiggvényt egyenlet alakban is: az alap legyen ismét 2, a kitev&t
viltoztatni fogom, ez nem valami ismert szém, tehdt x-szel jel5Iom, és ettdl
fiiggden valtozni fog a hatvény értéke is, ezt jeldlom y-nal:

¥ =2%

x értékeit abrazolom ilyen egységekkel — a vizszintes vonalon (ezen
most mar 0-t is jelélok meg és téle balra negativ szimokat is), y értékeit ismét
flfelé mérem, ilyen egységekkel: 1

Ha x = —3, akkory =273 = 1_=
23

Ha x = —2, akkor y =22 =l=
22

R N

bl i il i s s
21
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Hax = 0, akkory =2° =1
Hax = 1, akkory =2 =
Hax = 2, akkory =22 =
Hax = 3, akkory =2} =8,

tehat a ""3| _'2n —1| 0' 1! 2- 3
pontokban sorra

LI = TETY
iE

egységet kell mérniink folfelé:

Még kozbiilsé értékeket is vehetek fel x szimira, pl. lattuk mar, hogy

3
s il
=

2

2 =2 =)B=|8=28....

Hasonléan szdmithatunk ki mis egészek kozé esd értékeket is; 1 tizednyi
pontossiggal szimolva:

ha x = —215 yakkory =0,2

hax = ——112,akkory =04
1

hax = — -i,akkory=0.7
1

ha x = —i,akkory=1.4
1

ha x = 1;2, akkory =2,8

ha x = 2]2—, akkor y =5,7.
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Egészitsiik ki ezekkel az eredményekkel az imént kapott 4brit, a

_21; "_11: _1v 1") 11) 21
4 2 2z 2 2 2
pontokban sorra
0.2, 04, 07, 14, 28, 57
egységet mérve folfelé:

32-2-1-1-4 0% 1 1} 2 243
Ebben a lazgérbében mér alig vannak ,,kényékok' az egyenesdarabok taldlko-
zési pontjiban; a kozbeiktatdsokat folytatva, képzeletben minden racionills
és Irraciondlis x értéken 4t, a ldzgérbe mindinkdbb kisimul egyetlen sima
gorbévé,

A gorbe bal felé haladva szemmel léthatéan egyre jobban kézeledik a viz-
szintes vonalhoz, de azt soha el nem éri: nam taldltunk olyan kitevét, amelyre
hatvényozva 2-t, 0 volna az eredmény, mérpedig csak az a pont fekhetlk a
vonalon, amelyhez 0 magassigi y tartozik.

Ugyanez a jelenség észlelhetd az oszts elmarade l4zgérbéjén is; amig
csak egész szdmaink voltak, ezt nem tiintethettem volna fel kellSen. Legyen
most az osztandé pl. 12 (tudjuk, hogy ennek sok osztéja van), az osztét fogom
vdltoztatni, ezt x-szel |el5lom, ettdl fliggben fog viltozni az oszts eredménye,
a hinyados, ezt jel6l6m y-nal:

12
—
12
Ha x = —12, akkor y = 5 =—1, mert (—12)-(—1) = +12.
12
Ha x = — 6, akkor y = —— = —2, hasonlé okbdl
—6
Hax = — 4,akkory=1—24=-—3
Ha x = — 3.akkory=—1-—%=—4
Ha x = — Z.akkoryzlz-—ﬁ

—2
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1

Hax = — 1.akkory=_1 =—12
Hax = 1.akk0ry=—]i2—= 12
Ha x = l.akkory=—122—= 6
Ha x = 3.akkoryz—j3£-= 4
Ha x = 4.akkory=i42-= 3
Hax = 6.akkory=1—:-= 2
Hax = 12, akkory=:—:~ = 1

A pozitiv y-okat a tengelytd| félfelé mértilk, a negativokat rajzoljuk lefelé,
tehdt a

—12, —6, —4, —3, —2, —1 pontokban 74
—1, =2, =3, 4, —6, —12
egységet lefelé, az

1, 2, 3, 4, 6, 12 pontokban

T2 64y (3552,

egységet folfelé kell mérniink; az egység
legyen minden irdnyban: .z,

-12 -6 -4-3-2-1

01234 6 12 Tx

x
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Kézblilsé értékekre mdr alig van sziikség, mar Igy is szépen kisimul a gorbe,
de a végeit még |6 lesz tovabb vizsgalni. ltt célszerd a O-ponton 4t félfelé is
hdznl egy egyenest, az y-ok irdnydban. llyenkor a vizszintes vonal az x-ek
tengelye, a r& merdleges vonalat y-tengelynek hivjék, Litjuk, hogy mindkét
gorberészlet az x tengelyt is, az y tengelyt Is egyre jobban megkézeliti anélkiil,
hogy elérhetné valaha; ezeket a gérbe asszimptotdinak nevezik. Ugyanis, ha
tovdbb megyiink az x tengelyen jobb felé, x — 24 esetén

12 12
?‘ =—=—,
x 24

ezt 12-vel egyszer(sithet|iik:

_12_1
% 3’
ha x = 48,
_12_1
' =8~ 7

és Igy tovabb. Egyre messzebb haladva az x tengelyen, az y értékek barmily
alacsonnyd is vdlnak, de egészen 0-vd sohasem lesznek, hiszen akdrmilyen
sok részre is osztjuk 12-t, valaml nagysdguk mégis csak lesz a részeknek.
Ugyanigy kaphatjuk a negatly irdnyban haladva egész messzire a

0-hoz tartd, de soha teljesen 0-vd nem viléd értékeket: a gorbe mésik része
is egyre jobban megkdozelfti alulrdl az x tengelyt, de soha el nem éri.

1
Ha pedig x = 2’ tudjuk, hogy 1 egészben 2 fél van, tehir iZ egészben

12.2 fél, azaz 24 fél:
y= 24,

Ugyanigy lathato be, hogy 12-ben 36 harmad, 48 negyed van:



13. A LAZGORBEK KISIMULNAK 137
1
hax = ;,akkor y = 36,

ha x .—-%,akkory =48s. L ¢,

eszerint a 0 ponthoz kézeledd x-ek mellett y egyre magasabbra né; az y ten-
gelyt nem érheti el a gérbe, mert ez csak ott kévetkezhetnék be, ahol x = 0.

Mirpedig itt y = %volna. és Igy az &rok és dthidalhatatlan tilalomba Utkdz-

nénk: O-val nem szabad osztanl!

Az osztés prébéja ugyanis a szorzds: 20 : 5 = 4, mert 5.4 = 20, Miket is
szoktak mondani?

5:0=0. Proba:0.0 =0 és ez nem 5.
Vagy: 5:0=05. Préba: 0.5 =0 és ez nem 5.
Vagy: 5:0=1. Préba: 0.1 =0 és ez nem 5.

Birmit is szorzunk O-val, mindig O lesz az eredmény és ez nem 5, tehit 5-6t
nem lehet osztani 0-val.

Gondoljuk meg: ha nagyon kicsi egy szém, nagyon sokszor van meg 5-ben;
minél kisebb szémmal osztunk, annil nagyobb eredményt kapunk. Ha volna
egy legnagyobb szém, ez volna a legkisebb szdmmal - a 0-val - valé osztis
eredménye. De nincs.

Hatha magit 0-t mégis oszthatjuk 0-val?

Tessék megprébiini:

0:0=1; préba: 0-1 =0.
Ugy l4tszik, ez helyes. Igen 4m, de én ezt mondom:
0:0 =137

és nekem is igazam van, mert 0-137 szintén 0. Itt tehdt més a baj: az eredmény
teljesen hatdrozatlan, a préba minden eredményt helyesnek itél. A tilalom
minden esetre szigordan fenndll. Valami tréfis didklap fgy fogalmazta meg
egyszer: amikor az Ur Adémot elhelyezte a Paradicsomban, ezt mondta neki:
.Minden szdmmal szabad osztanod, csak a 0-val nem!”

Azt gondolnd az ember, hogy ha ilyen nagyon megtiltottik, akkor senki-
nek sem Jut eszébe 0-val osztani. Héit ilyen csupaszon taldn nem; de néha 4l-
ruhdba bijik a 0. Pl. ebben az alakban:

(X + 22— (x2 + 4x + 4)
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nem mindenki ismer ri az elsé pillanatban, pedig itt (x 4 2)%-bél a sajat ki-
fejtett alakjdt vonjuk ki. Az ilyen rejtett nulldkkal valé osztds van a hatteré-
ben az olyan tréfiknak, amelyekben pl. azt bizonyitjik be, hogy 1 = 2.
Mert ha csak egyetlen hibat kévetiink el a matematikaban, csak egyetlen olyan
allfrast fogadunk el igaznak, amely ellenkezésben van a tébbi tétellel, ebbdl
mar minden levezethetdvé valik, még az is, hogy 1 = 2.

Jol véssiik be emlékezetiinkbe az iménti gérbe képét — a nevéc is meg-
mondom: hiperbolénak hivjik -, akkor nem fogunk me~gfeledkezni errél a
tilalomrél. Hiszen a legfeltlin8bb a gérbén az, hogy kétfelé szakad. Mindkét
4ga szép simén, folytonosan vonul, de a 0 pontban ott a durva szakadds, a vég-
telenné tagitott seb: a baloldali &g lefelé, a jobboldali folfelé szalad a végte-
lenbe. Es kézéttiik ot az y-tengely, mint egy kivont pallos: kézeledhetsz, de
egészen a 0 osztolg ne merészked)!

14 EGY A MATEMATIKA

Azért, mert mar egyenlet alakban is fel tudtunk frni fiiggvényeketr, még
nem kell azt hinniink, hogy az ilyen formulénak dénté szerepe van egy figg-
vény megadisdban. Tessék megprébilni valami egyszeri képlettel kifejezni a
kovetkezé y-t, mint x fiiggvényét: valahdnyszor x raciondlis szam, y értéke
legyen 1, és valahanyszor x irraciondlis, y értéke legyen 0. (Ezt Dirichlet-féle
figgvénynek nevezik.) A meghatirozis kifogdstalan: y értéke csakugyan fiigg
attol, hogy milyen x-et vélasztunk és minden x értékhez egy egészen meg-
hatdrozott y tartozik, pl. ha x = 1,5, akkor y =1, ha x = |/2, akkor y = 0.
Mindamellett igen nehéz feladat formuldt keresni e fiiggvény szamara, sajnos,
még dbrzolni sem lehet ezt a fiiggvényt, olyan fejveszetten siird ugrindozist
végez a 0 és az 1 kozoee; hiszen raciondlis szdmok is, irracionalis szamok is
mindeniitt slr(n taldlhaték.

A fiiggvényfogalom lényege: az x értékek Osszepdrositdsa y megfeleld

értékeivel. x sem vehet fel okvetleniil minden értéket, mir azy = — egyen-
x

lettel megadhato fiiggvényrél is tudjuk, hogy ebben x kihagyja a 0-t, x — O-ra
e fliggvény nincs értelmezve. Minden fiiggvényértelmezéskor meg kell mon-
danunk, hogy x milyen szdmok halmazibdl valaszthatd, és meg kell adni egy
utasitdst, amely megmondja, hogy ha vdlasztottunk innen egy x értéket,
annak miféle y lesz a parja.
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De mindig nagy segltség, ha abrézolni is tudjuk a fiiggvényt: egy jo dbra
tobbet beszél, mintha 6rdk hosszat probéljuk a fiiggvényt szavakkal lefrni.

Legyen példaul egy fiiggvény definicidja: badrmi is x, y a benne foglalt
legnagyobb egész szimmal legyen egyenld. Igy pl.

ha x = 5,45, akkor y = 5,
ha x = J/2, akkor y =1,

mert mar lattuk, hogy V2 =14...
Probéljuk dbrézolni ezt a fiiggvényt:

ha x = 0, akkory =0

ha x = 0,1, akkory =0

ha x = 0,9999, akkor y =0,
litjuk, hogy y = 0 mindaddig, mig x el nem éri 1-et; ezutdn

hax =1, akkor y =1

ha x = 1,001, akkor y =1

ha x =1,99, akkory =1,

tehdt y = 1, amig csak 2-héz nem érkezik x, és Igy tovdbb, a negatlv irinyban
is. Tehdt dbrézolva:

ezekbdl a kiilondllé vizszintes darabokbol 4ll a gérbe. Egy pillantas a rajzra
mindent elérul a fliggvényrdl: ahol a gérbe szakad, ott ugrik a fiiggvényérték
1-et,a vizszintes darabokon pedig 4llandé marad. Tehit nemcsak olyan végtelen

szakadasokra képes egy fiiggvény, mint y — ?zaz x = 0 helyen, hanem ilyen
X

szelidebb szakadésokra is. Es a nem szakadé darabokon legalébb folytonosan,
simdn halad mindkett8jiik képe, mig a Dirichlet-féle fiiggvény sehol sem foly-
tonos: nem lehet olyan sz(ik kézt felvenni, amin beliil ne volna raciondlis
pont is, irraciondlis pont is, ezek kozdtt pedig mér ugrik a fiiggvény értéke.
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Azt sem kell hinni, hogy ha egyszer(i formulaval felirhaté egy fiiggvény
és elég slirin vesziink fel pontokat, akkor mir biztosan , kénysk' nélkiili
vonalld simul ki a képe. Tegylik fel példaul, hogy igy szdl a definfcié: barmi is
x, ¥y legyen egyenld x abszollt értékével,azaz x értékével, tekintet nélkiil az
el8jelre. Az abszolit értékre van bevezetett jel: egy-egy vonalka a szdm el5tt
és utdn; példdul:

[—3| =3.
| 43| = 3.
és persze |9 | =0.

A most értelmezett fiiggvény tehic a kovetkezd egyszeri formulival adhato

meg: y=|x]|.
Eszerint, amig x a

—4, —3, =2, —1. 0, 1, 2, 3, 4
pontokon fut t, y sorra a
& X L N 0 A3 o4
értékeket veszi fel. Abrizolva:

4
3

|
|
i
§ =3 =2 -1 0 1142 3 4

Fliggvényiink képe tehdt éles konyékben elhajlé két egyenes, ezen az

sem véltoztat, ha akdrhiny kozbiilsé értékkel prébilkozunk; pl.
ha x =11-,akkor ¥= ‘11 ' ::-1] a
2 (%], 2

ezt rajzoltam meg szaggatott vonallal: ez a pont is réesett a kénydk egyik
szdréra.

A geometriai dbrézolds éles, szembeszokd képet ad a fiiggvényrél, ha nem
is pontosat: a ceruzdnk nem fog egész élesen, a vonalzénk nem egészen egye-
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nes, a szemiink és a keziink is gyarlé. De vannak a geometridnak a rajzhoz nem
kétott egészen pontos mondanivaléi is az egyes idomokrél. S ha aztin Isme-

rem pl. a hiperbola geometriai tulajdonsigait, és tudom, hogy az y = -
X

figgvény képe hiperbola, mér szinte mindent tudok a fiiggvényral.

De a geometria is sokszor fordul segftségért a matematika t&bbi 4gaihoz.
Kdlcsonkeéri példiul a képletet, amikor egységesen akar tirgyalni valamit,
hiszen mir littuk, hogy mennyi kiilonb6z8 problémat tud &sszefogni egyet-
len formula. Megtette ezt mir a teriilet- és kobtartalom-szimitisban is.
Egya matematika, nem esik szét két kiilén tudoményra: geometridra és,,algeb-
réra”, ahogyan a didk gondolja, kiiléndsen, ha a tanira (gy osztotta be az
anyagot, hogy példdul hétfén és pénteken ,,algebra”, szerdin geometriadra
van; hiszen Igy valésaggal két tantarggyé vilt szét a matematika.

Az egyik hid, amely a geometriit a mésik oldallal &sszek&ti: a koordinita-
rendszer. Az a 0-ponton dtmen& két merdleges egyenes: az x-ek és az y-ok
tengelye, amelyeket mir egyszer felhaszniltunk a hiperbola timogatédsira.
Ezek médot adnak arra, hogy a sik pontjait szmok segitségével jellemezziik.
Felfoghatjuk &ket Ggy, mint két utat, amelyek egy rétet szelnek 4t: ha a rét
egyik bokréban taliltam egy madirfészket, Ggy jegyezhetem meg a helyét,
hogy lehetleg egyenletes Iépésekkel egyenest az egyik Gtra megyek, meg-
szdmlélom a lépéseimet, és azokat a Iépéseket is, amelyeket ezen az (ton az
Uckeresztezdésig kell megtennem:

A AL

——— Nyugatl

Ha most valaki mést is oda akarok vezetni a fészekhez és tudom, hogy az
utkeresztez6déstdl 21 Iépést kell tennem kelet felé és 12 lépést az északi
irdnyban, biztosan oda fogok taldlni. Ez a két irdnyftott szim a keresett pont
két ,koordinitdja”. A geometriiban persze ,,--", illetve ,,—" jellel adjuk
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meg az irdnyokat, szokds szerint (gy, hogy jobb felé és felfelé mutatnak a po-
zitlv irdnyok, balra és lefelé a negativ irdnyok. Lépés helyett itt egy hatirozott
egységet kell folvennl, ebben fogjuk mérni a koordinétékat. Igy a sik minden
pontjahoz tartozik egy hatdrozott szimpir és minden szdmpirhoz tartozik
egy pont. Az x tengely irdnydban megtett it - elsGnek mindig ezt mondjuk
—a pont x koordindtéja, az y tengely irdnydban megtett Gt a pont y koordiné-
tdja.

Odafrom néhény pont mellé a koordindtdit, mert j6 ebben gyakorlatra
tenni szert:

'J’

(6,6)
(-3,5)
T (0,4)

oo | o 1 |

) (~4,-2)

» |

l (2,-3)

(Természetesen nem ez az egyetlen médja annak, hogy pontokhoz sza-
mokat kapcsoljunk; pl. elképzelhetd, hogy az utak nem merdlegesek egy-
mdsra, az irdnyukat kovetve mégis |6 tdjékozbddst kapunk; vagy csak egy Gt
van, de ezen kijelolhetek egy hatdrozott fit, iddig lépkedhetek a bokortél,
és van valami késziilékem, amivel megillapithatom, hogy innen nézve milyen
irdnyba esik a bokor.)

Ha a pontokat szimpérokkal jellemezhetem, ez médot ad arra, hogy egy
vonalat ilyen szempdrok kozotti kapcsolattal, azaz egyenlettel jellemezzek.
Vegyiik példaul azt az egyenest, amely a kezd8ponton és az (1; 1) ponton
megy At:
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Ha ez vasGti tltés volna, Igy jeleznék az emelkedését:
1:1.

Ez azt Jelenti, hogy amfg 1 métert tesziink meg az emelkedS tdltés mellett
vizszintesen haladva, addig a toltés 1 méterrel emelkedik folénk. Minthogy
ez a lejts egyenletesen emelkedik, 2 méter tdvolsigban 2 méter magasra,
3 méter tdvolsdgban 3 méter magasra jut, s. [, t., tehdt az jellemzi mindazokat
a pontokat, amelyek egyenesiinkén fekiisznek, hogy a két koordindtdjuk
megegyezik: minden ilyen pantban

y =x

Es egyenesiinkon kiviil nincs olyan pont a sfkban, amelynek a koordinétéi
egyenl8k volninak: birmely mas pontot kétiink Sssze a kezdSponttal, mds-
képpen emelkedd, sét esetleg lefelé haladé lejtdt kapunk, pl.

Y
(1.2)

-1,0)
2

Itt az elsé dbrdban mindvégig 2:1 az emelkedés, tehdt minden olyan pontnak,
amely ezen az egyenesen fekszik, kétakkora az y koordindtdja, mint az x ko-
ordinitija; a masodikban tulajdonképpen 1:1 2 meredekség, de ez nem
emelkedés, hanem lejtés, koordinita-rendszeriinkben tulajdonképpen Igy
kellene jelezni a meredekségét 1:(—1), és ennek az a hatdsa, hogy ha ezen
az egyenesen birmely pont koordindtdi meg is egyeznek abszoldt értékben,
de mindig ellenkezd el&jeliek és fgy mégsem egyenlSk.

Tehit az egyenesiinkdn kiviil esd pontok koordinitdi csakugyan nem
lehetnek egyenlok: az

Y=x

egyenlet teljesen jellemzi a mi eredeti egyenesiink pontjait és csakis azokat,
és igy jogosan mondhatjuk, hogy ez a mi egyenesiink egyenlete.

Kézben mir az is az 8liinkbe hullott, hogy a mésik két lerajzolt egyenes
egyenlete:

a2 :1 emelkedésiié: y = 2x
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(ezzel még lesz dolgunk, akkor majd tessék rdismerni) és

az1 : (—1) emelkedésGé: y = —x.

Toljuk a 2 : 1 emelkedésl egyenest egy kicsit féifelé, mondjuk, 3 egységgel,
de (gy, hogy az irdnya ne véltozzék:

|y

/ x
Az emelkedése nem véltozott, errdl meggybz8dhetiink, ha barmelyik pont-
jabol kiindulva jobb felé haladunk 1 egységgel: litni fogjuk, hogy a lejt6 ezalatt
2 egységgel Jutott magasabbra. Az egyetlen kiilénbség az elébbi helyzethez
képest az, hogy minden egyes pont 3 egységgel magasabbra keriilt, és fgy

minden pontnak az y koordindtdja megnovekedett 3-mal. Amelyik y 2x volt
ezel6tt, az itt 2x -+ 3-mé lett, tehdt az ilyen helyzet{i egyenes egyenlete:

y =2x + 3.
Az eddig kapott egyenletek:
Y=, y=23 y=eX Y=2Ici+3

kézos vondsa, hogy valamennyien elséfokd 2 ismeretlenes egyenletek. Hogy
2Zismeretlenesek, az magdtdl értetédd, hiszen2 koordinéta jellemzia pontokat.
A hangsdly azon van, hogy birmilyen helyzet(i egyenesnek mindig els6foki
az egyenlete. Es fordftva is, meg lehet mutatni, hogy barmilyen més alakban
felirt elséfokd 2 ismeretlenes egyenlet, pl. az

S5x —3y =7

egyenlet is tekinthetd egy hatdrozott egyenes egyenletének. Elséfokl egyen-
let és egyenes: ugyanaz a fogalom, két fogalmazasban.
Ez szép, de nem nagyon meglepé eredmény: birmilyen helyzetben is
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rajzolunk egyeneseket, ezek mégiscsak mind egyenesek, egyetlen csalédba
tartoznak, természetes, hogy az egyenleteiknek is egy hatdrozott egyenlet-
csalddot kell alkotniok,

Nézziink most valamilyen gérbe vonalat. A kért mindenki ismeri; gon-
doljunk példdul egy kocsikerékre sok-sok egyenlS kiillével: ezek a kér
sugaral:

Legyen egy-egy llyen sugir pl. 5 egység és essék a kor kdzéppontja a

kezd3pontba:
-’

Akidrhol vesziink fel egy pontot a kér keriiletén, ha megrajzoljuk a koordind-
tait és az idefutd sugarat is, derékszégd hdromszoget kapunk. A befogok a
koordinaték, az 4tfogé a sugdr. Mirmost emlékezziink vissza arra, hogy mi
mar ismeriink egy kapcsolatot a befogék és az dtfogé kozt: a |6 dreg Pitago-
rasz-tételt. A két befogd négyzetének &sszege egyenls az dtfogd négyzetével.
Tehét a kérén fekvd barmely pont két koordindtdjit négyzetre emelve s e
négyzeteket Gsszeadva 5% = 25-6t kell kapnunk:

x? 4 y? =125,
Ez lesz a koriink egyenlete.
Annyit mindjirt lichatunk, hogy masodfokl, méghozzd nem is a legegy-
szeriibb alakd mésodfok( egyenlet. Vizsgéljuk meg, milyen gérbe tartozik a
legegyszer(ibbhoz, az
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y =3
egyenlethez!
Ha x = —3, akkor y = (—3)? = 49
Ha x = —2, akkory = (—2)? = 4
Ha x = —1, akkor y = (—1)? = 1
Hax = 0, akkor y = 02= 0
Hax = 1, akkor y = 2= 1
Hax = 2, akkory = 22 = 4
Hax = 3,akkory =  32= 9.
Vegyiink még legaldbb 0 kéril kézbilss értékeket:
Hax = L , akkor y = (1—)2 = 1-
2 2 4

1 1@ 1
Hax = — -,akkory—_-(-— ) = —.
Abrazoljuk: 2 2] 4

y

3-2-1 |41 2 3 x

Azt a gorbét, amely ennek a teljes kisimuldsakor [6n létre, paraboldnak
nevezik; a két széra persze a végtelenségig folytatodik, egyre meredekebbé
vélva, egyre Jobban hasonlitva egy-egy fiiggdleges egyeneshez. Ez minden,
csak nem kér.

Taldlkoztunk mir més gérbével is, amelynek egyenlete masodfoki velt,
csak nem vettiik észre, A hiperboldra gondolok. Ennek ugyan fgy szolt az
egyenlete:

12
¥ ==y

X
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de ha itt az x osztét szorzéul hozzuk 4t a baloldalra,
x-y =12

lesz belSle. Mirpedig egy kétismeretlenes egyenletben x-y-t, amelyben a két
ismeretien kitevdje egyiittvéve 2, misodfokinak szokis tekinteni. De ha ez
nem elég meggy5z8, azt is eldrulom, hogy ha egy kicsit elforgatjuk a hiper-
bolénkat, Ggy, hogy Ilyen helyzetbe keriiljén:

P"

akkor mér igy fog szélni az egyenlete:
x?—y? = 24,

és ez elvitathatatlanul masodfoka.
Azt mir csak megemlitem, hogy az elnyilt kérnek, az ellipszisnek:

ugyancsak mésodfok( az egyenlete, és tébb ilyen gérbe nincs is (ha bizonyos
welfajuld™ esetektdl eltekintiink): ha a felsorolt négy gorbét minden helyzet-
ben berajzolom a koordinéta-rendszerbe, megkaptamazt acsalidot, amelynek
az egyenletek kézt a kétismeretlenes mdsodfoki egyenletek felelnek meg.
De nehéz elképzelni egy csalidot egymistdl ennyire elfajzé tagokkal. Mi a
rokonsdg ezek kozt a részben végesben zir6do, részben a végtelenbe kalan-
dozd, Gsszefiiggd, vagy két részre szakadd gérbék kozott?

Ha bemutatom ezt a csalddot, azonnal kideriil, hogy mi a rokonsig koz-
tiik: gorbéinket kozos néven | kipszeleteknek' hivjik.
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Most megint ki kell 1épniink a sikbol a térbe; de
kir, hogy a térbe nem tudunk Ggy rajzolni, mint egy
siklapra! Képzeljink el legalibb egy festéket, amsly a
levegdt fogja. Ezutin képzeljiink a levegébe egy viz-
szintes korlapot és egy egyenest, amely ferdén hajol a
kozeppontjafolé ugy, hogy az egyik pontjaval hozzd is ér:

Még csak azt képzeljiik el, hogy el8zéleg valaki tetstd| talpig bemértotta ezt
az egyenest a b(ivos festékbe (persze nincsis ,teteje”, se ,talpa’: az egyenes

végtelen hosszi).

Most nydljunk hozzd ehhez a képzeletbeli egye-
neshez, fogjuk meg szilirdan azt a pontjit, amely éppen
a kor kozéppontja folott helyezkedik el,a masik keziink-
kel pedig ragadjuk meg ott, ahol a kérhoz ér, és ezt a
pontjat vezessiik a kor koriil. Akkor a festék, amely a
levegét fogja, a szilard pont alatt is, folotte is, olyan
feliiie et fest a leveg8be, amit kdppalastnak hivnak:

Ha mirmost az gy keletkezett kettds kipot mis-mis helyzetl slkokkal at-
szellilk, a csonka darabok szélén megjelenik a mi négy gérbénk:

kor ellipszis parabola

Csak 2 negyedik sik taldlta el a felsé kapot is.

hiperbola
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De ha ilyen mértani rokonségot nem is taldltunk volna e négy gorbe kozt,
maga az, hogy mindannyiuk egyenlete masodfok, sok rejtett kézds vondsu-
kat képes napfényre hozni. Meg kell kérdezniink, hogy mit mond az algebra
az ilyen egyenletekrdl, és amit ebbél vonhatunk le, az mind a négy gorbénk-
nek kézds tulajdonsdga lesz. Vegyiik szemiigyre példiul a metszéspontjaikat
egy egyenessel. A metszéspont olyan pont, amely a gorbén is és az egyenesen
is rajta van, tehédt a koordinatdi kielégitik mindkettdjiik egyenletét, Az egye-
nes egyenlete elséfok(; az algebra azt tanitja, hogy egy elséfokd és egy mé-
sodfok kétismeretlenes egyenletnek vagy nincs kézos (valés) megoldisa, vagy
egy kozos megoldisuk van, vagy kettd. Tehdt kipszeleteink birmelyikére
igaz, hogy egy egyenes hiromféle illist foglalhat vele szemben: vagy hozzd
sem ér, vagy egyetlen pontban érinti, vagy két pontban metszi, példéul:

és ketténél tobb pontban még a kétdgl hiperbolit sem metszheti.
llyen szolgélatokat tehet az algebra a geometridnak.

Utéirat a hulldmokrél és az drnyékrél

Kozben megcsendiilt két geometriai téma; ne menjenek veszenddbe.

Az egyik azzal a méddal fiigg Ossze, ahogyan egy egyenes irdnydt meg-
adtuk: az emelkedést a megtett (thoz, azaz az alibb keletkezd derékszog
hiaromszégben a két befogét egyméshoz viszonyitva:

T

y
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Természetesen az is egyértelmen megadja az irdnyt, ha megmondjuk: milyen
sz0g alatt hajlik el ez az egyenes egy hatdrozott irinytél; ilyen hatirozott
irdnynak az x tengely pozitiv felét szokis vilasztani. Ezt a szget nevezik egy
egyenes Irdnyszogének; ez hegyesszbg, ha emelkedik, tompaszég, ha lefelé
halad az egyenes:

y

L~

o 0 \ X

Marmost a széban forgéd két befogd viszonya teljesen eldoénti az irdnyt, és
ezzel egyiitt az Irdnyszdget Is. Tehat egy szog nagysdgdnak ez lehet a mértéke:
megmond]juk, hogy akkora hegyesszdgrél van sz6, amelyhez 2 : 3 emelkedés
lejtd tartozik, azaz, ha az egyik szdrénak birmely pontjdbél merdlegest hizunk
a misik szérra, olyan derékszogli hdromszéget kapunk, amelyben a széban
forgé szoggel szemben levd befogd viszonya a mellette levs befogdhoz 2:3,

mas jeldlésben 3

2 E
Haezta 3 viszonyt adom meg, azonnal meg lehet rajzolni a széget: me-

gyink 3 egységgel jobb felé, két egységgel foifelé:

3

és ha azt a pontot, ahova jutottunk, &sszekétjiik a kiinduléponttal, megvan
a keresett szog:
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Ha tompaszdgrél van szd, akkor lefelé halad a lejt6 és mir litcuk, hogy
a széban forgd viszony negativ lesz; de a recept véltozatlanul alkalmazhaté:

ha pl. — :— ez a viszony, akkor tudom, hogy visszafelé, bal felé haladva emelke-

dik a lejtd; tehdt bal felé megyek 3 egységgel, folfelé 2 egységgel, az igy nyert
pontot ismét Ssszekétém a kiinduldponttal, és akkor vildgos, hogy arrél a
tompaszogrél volt sz6, amelyet ez az &sszekétd vonal a pozitiv haladési irdny-
nyal bezdr (mert az irényszég mindig az x tengely pozitlv irnyéval bezirt
s26g):

3

Egy tlyen tompaszoget nem lehet belekényszeriteni egy derékszégll hirom-
szogbe, de mellette mégis derékszégl hiromszog keletkezett, és ennek a

befogdl vannak egymdssal : viszonyban, ami el&jeltdl eltekintve a mi tompa-

szogiinket jellemz6 viszony.

Meg lehet mutatni, hogy a derékszég( hiromszog birmely més két olda-
ldnak viszonya is ugyanilyen |él Jellemzi a sz8geket. E hényadosokat — hiszen
a vizsgdlt sz6g nagysdgdedl figgnek - szogfiiggvényeknek nevezik. A most
vizsgalt szogfiiggvény neve tangens; a széggel szemben fekvS befogd viszonya
az 4tfogbhoz: a szég sinusa; a sz6g mellettl befogd viszonya az 4tfogdhoz:
a sz0g cosinusa; pl. ebben a hiromszégben:

4

3 4
a megjeldlt szég sinusa — és cosinusa g.Minden szogfiiggvény értelmezésée

kiterjesztik hegyesszégnél nagyobb szégekre is. A legkiilonb6z&bb nagysdgi
szégekhez tartozd szégfiiggvények értékelt tiblizatokba szedték ; ha mirmost
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ismerjik egy derékszégl hiromszdg oldalait - és mds hiromszégek mindig
felbonthaték két derékszégl hdromszogre:

e WA N

— csak bele kell nézniink a t4bldzatba, és mir megmondhatjuk a szdgeit is.
Igaz, hogy megrajzolni Is lehetne a hiromszéget, ha oldalait Ismerjik, és akkor
le Is mérhetnénk a szégeket, de hol van ennek a mérésnek a pontossiga attél,
amit a tibldzat készit8je szimitds Gtjin tud elérni! Mert azt nem szabad gon-
dolni, hogy a tiblizat készitSje mérésekbd| veszi a szdgfiiggvények értékeit.
Kiszdmitidsukra médot ad példdul az, hogy egyes értékeket pontosan isme-
riink, példiul az els8 egyenesiink pontosan megfelezte a derékszdget:

Y

és az & irdnyszogének tangense 1:1, azaz :— =1 volt. A derékszdg a negyed-

fordulatkor létrej6vé szég, tehdt a nyolcadfordulathoz tartozé szégrél tudjuk,
hogy a tangense 1. Ha pedig mér egyes szégek szogfiiggvényeit ismer]iik, kér-
dezhet}iik, hogy hogyan lehet ezekbd! kiszdmitani pl. az illetd sz8gek &ssze-
gének, vagy egy sz8g kétszeresének, felének a szdgfiiggvényeit. llyen &ssze-
figgéseket kutat a trigonometria. A tiblizatok mégis misképp késziilnek;
erre még visszatérek.

A trigonometridn messze tGlmend Jelent&ségilk is van a szdgfiiggvények-
nek. Ha pl. megrajzoljuk a sinusfiiggvény lazg6rbéjét, mig a szég 0-tdl a teljes
koriilfordulésig valtozik, ilyen hullimvonalat kapunk:

%
Bl
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Ez még tovibb Is folytathatd, A szég tulajdonképpen egy egyenesnek
egy mislk szilird egyenest8l valé elforduldsit méri; képzeljik el példiul,
hogy lassan szétnyltunk egy |apdn legyez5t:

hegyessziig derékszbyg tompaszbg

L B @

nydjtott szig dombord szig teljes sz¥g

Igy minden sz&gfajta létrejon, és az is lthatd, hogy a cslics kériil lerajzolédé
kériv méri az elfordulds nagysgit. Persze e koriv hosszlsiga a legyezd suga-
rétdl Is fligg: mi az egységnyl sugirral belerajzolt kériv hosszival mérjik
szogeinket:

(Ez sokszor célszer(bb, mint az iskoldban megszokott fokbeosztds.) Mirmost
elképzelhetd (nem a legyezbn, ez elszakadna), hogy az elforgé egyenes egy
teljes fordulat utén még tovédbb forog:
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Ggy, hogy a vastagon kihdzott részt kétszer Is befutja. Viligos, hogy fgy végiil
is ugyanabba az irinyba Il be, mintha csak ezzel a kis fvvel fordult volna el:

Tehit a teljes sz6gnél nagyobb szégekre a szégfiiggvények értéke megismét-
16dik, a gorbe ugyandgy hulldmzik tovabb:

Pdilia. ¥ 2N P
S N A

Ez ugyanolyan, mint a szakaszok ismétl6dése a tértek kifejtésében; ezért a
sinusfliggvényt Is szakaszos fiiggvénynek hivjdk.

Minden fizikus |61 ismeri ezt a vonalat: ez a rezgémozgds fiiggvénygor-
béje,és dontS szerepe van a mai fizikdban, Akit a rédié érdekel, az mér bizo-
nyédra ilyen ,,médositott” hullimok rajzét is litta:

Ebben a sird hullimzés az Gn. elektromagneses hullim; ennek a képe egyediil
ilyen volna:

de a hang médositja a szélét ezekkel a nagy hullimokkal :

e I . W e S
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lte még |6 felismerhetd a két hulldm, amelyekbél a médositott hullim &ssze-
tevédott, De a hanghullém a valésdgban sohasem Ilyen egyszer(, mert nincs
teljesen tiszta hang, mindig t&bb hang rezeg egyiitt,és ezek kézt nincs olyan
nagy kiilénbség, mint az elektromigneses és hanghullimok kézt, hogy ilyen
6l megkiilénbéztethetd szerepet kapnénak; az & egymésra torlédasuked!
egyszer(en csak eltorzul a hullém, pl. ilyen lesz:

Be W et TP

Gyakran van sziikség arra, hogy egy ilyen eltorzult hulldimbél kiolvassuk:
miféle hulldimokbd| tevédott Gssze. Felvet&dik a kérdés: ha van egy folytono-
san haladé, birmilyen torz, de szakaszos g&rbénk, nem lehetne-e olyan
egyszer(d hullimokat taldlnl, amelyek egyiittes hatdsa éppen ezt a gorbét
hozza létre?

A felelet az, hogy ha pontosan nem is, de lehet olyan hullémokat taldlni,
amelyek egymisra torlédva tetszés szerintl pontossdggal kozelitik meg a mi
gorbénket. Még akkor is, ha a mi gérbénk csupa kdnyk, pl. ilyen egyenes

darabokbdl 4ll:

Ezt persze fiiggvény-nyelven bizonyitjék: nem hullimokrél, hanem a
nekik megfelelé szogfiiggvényekrél beszélve. Ezen a téren végzett Gtt6rd
munkdt a mi Fejér Lipétunk,és ez tette &t vilighirdvé mér egészen fiatal
koréban,

A miésik geometrial téma, amit megpenditettiink, a kip metszésével
fligg Gssze. Vigjuk csak 4t az alsé kapfeliiletet két helyen, egyszer vizszintes,
egyszer kissé ferde sikkal:
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Rajzoljuk meg ebbél kiilén a kip csi-

‘ csit, a kort és az ellipszist:
A

/\

oA

¢

>

S
S

/%//’ ,

—

§

Bt
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Képzeljiik el, hogy a kdp csicsa egy pici villanykérte, és ez fénysugarakat

bocsat ki minden irdnyban. A kor egy papirlap a sugarak Gtjaban, ez nem en-
gedi 4t a réesd sugarakat; a széle mentén elcsiszo sugarak adjdk a mi kipfe-

liletiinket,és fgy a kor ellipszis alak 4rnyékot vet egy alatta ferdén elhelye-

zett sfkra:

Tehdt az ellipszis a kor drnyékanak foghaté fel: a kérnek egy pontjdbdl egy
ferde sfkra valé ,,vetitése' atjan jon létre.
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Ugyanilyen vetitéssel parabola, illet&leg hiperbola alaki drnyék jon létre,
ha a sikot egyre tovabb forgatjuk (ha a hiperbola mésik dgit is meg akarjuk
kapni, a félfelé haladé sugarak Gtjdba ugyanilyen kérlapot kell helyezniink).
Ennyire torz lehet egy drnyék.

Mérmost az Gn. ,,projektiv geometria' azt kutatja, hogy melyek azok a
tulajdonsdgok, amelyek még vetités okozta eltorzuliskor sem mennek ve-
szend8be. Sikeriilt taldini ilyen, a vetitéssel szemben ,,invaridns"-nak mutat-
kozé ,,projektiv"” tulajdonsigokat. Ez Gj oldalrél teszi lehet&vé a kipszeletek
egyontet(d és egyszer( vizsgilatit: elég a jol ismert kérrel foglalkoznunk,
ennek minden ,,projektiv’’ tulajdonsiga sértetleniil &tmegy a beldle vetités-
sel keletkezett kiapszeletekre is. Elnydlhat az drnyék, akdr a végtelenbe is:
mégsem szakadhat el egészen a gazddjitdl.

15.,,IRJA” ELEMEK

Van egy érdekes orosz novella, amelynek ,,Irja hadnagy" cimi szinpadi
viltozatit is megnéztem. Alapétlete az, hogy valaki félreérti a diktdldst meg-
szak(td: ,,Irja, hadnagy!"” —felszdlitst, gy keriil a tisztek névsordra egy ,,Irj2
hadnagy” név is; és minthogy a mindenhaté cir ezt aldirja, senki sem mer
tobbé el&4lini azzal, hogy Irja nevd hadnagy nem is él. Irja hadnagy tehdt volta-
képpen nem ember, csak sajtéhiba, de mégis a legvéltozatosabb események
torténnek vele és kériilotte: bdrtdnbe keriil, megnésiil, felkelést szit és don-
t8en befolydsolja mésok életét.

llyen nem létez8, de mégis fontos szerepet jitszé , Irja" elemek a mate-
matikdban is taldlhaték. let idedlis elemeknek hivjik Sket. llyen példéul az a
bizonyos ,,végtelen tévoli pont”, amelyben ,.a pirhuzamosok taldlkoznak™.
Ez ismét arra |6, hogy egységessé tegye a térgyaldst. Ugyanis be lehet bizo-
nyltani, hogy a pontok és az egyenesek kazégt{ egy bizonyos ,,dualitis” 4ll
fenn: bizonyos pontokrél és egyenesekrdl szél6 tételek igazak maradrak, ha
a,pont” és az ,egyenes’ szavakat felcseréljiik benniik. Példdul: 3 pont, amely
nem egy egyenesen fekszik, egy hiromszéget hatdroz meg. Ez kétségteleniil
igaz:
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A dudl igy hangzik: 3 egyenes, amely nem ugyanazon a ponton megy 4t, ugyan-
csak meghatéroz egy hiromszdget:

PN

e =5

Ez a dualitds nagyon kényelmes; elég az egyik dllitdst bebizonyitanunk, s Igy
mér dnkényteleniil bebizonyitottuk a dudljit is: egyet mondtunk, kett lett
beldle.

Igen 4m,de mér ebben az egyszer( példdban is sdntft a dudltétel: hozzd
kellett volna tenni: ,,— hacsak az egyenesek nem pirhuzamosak™. llyenkor
|6 példéul ezt mondani: a hdrom pérhuzamos esetét mir kivettiik a tétel meg-
fogalmazisdban, hiszen a pirhuzamosok egyetlen, végtelen tévoli pontban
taldlkoznak.

De sokkal nagyobb dolgokra is képes ez a végtelen tévoli idedlis pont,
mint arra, hogy megtakaritsa nekiink a ,,hacsak” kezdet( mondatokat. Ha
egyenl irdnyG, azaz pirhuzamos egyeneseknek egyetlen kozds végtelen
tévoll pontot tulajdonitunk, de mis irdny( egyenesnek mdst, akkor annyi
idedlis pontot teremtettlink, ahdny irdny van. Pontosan Is meg tudjuk mon-
danl, hogy mikor melyikiikr8l beszéliink: csak a feléje mutaté irdnyt kell
megadnunk. Ha egy kicsit médositunk a koordinitdinkon, igy még az egyen-
letée Is fellrhatjuk annak a vonalnak, amelyen a végtelen tévoli pontok vala-
mennyien rajta vannak. Kideriil, hogy ez olyan, mint egy egyenes egyenlete.
Tehit azt mondjuk, hogy a végtelen tdvoll pontok mind rajta vannak egy
végtelen tivoli egyenesen,

Hit ez eddig Ures jatéknak litszik: felirtuk egy nem létezd egyenes egyen-
letét. Hogy elképzeljiik, azt talén jobb volna meg se probéini: egy egyenes
kétfelé végtelen, mégis csak egy végtelen tdvoli pontot tulajdonftunk neki
(ett8l |6n rendbe a dualités, két idedlis pont mar elrontand), ez olyan, mintha
a két vége a végtelenben &sszetalilkoznék, valami kérféle lenne beldle a
végtelenben. A végtelen tévoll egyenes egyes pontjain tehdt Ilyen kordkké
varizsolva fiiggnek a mi kétfelé nyaléd egyeneseink, mint a gylimdics a fan, a
pirhuzamosok ugyanazon a ponton:

BDDDE D

és 8t magét sem Ilyen egyenesen kellett volna rajzolnom, hanem Isten tudja
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hogyan, hiszen az egyik pontja egyszerre van keleten és nyugaton, egy mésik
pontjaban észak és dél taldlkozik s . t., minden vildgtijon 4t. Inkdbb felejtsiik
el az egészet, ez nem az elképzelnivalék viligsba tartozik, ,Irja hadnagy"
csak sajtShiba,

De miket tud a végtelen tivoli egyenes! Az egyenlete mir a kezlink}n
van, tehit nem vakmer&ség arra véllalkozni, hogy meghatdrozzuk a metszés-
pontjait példiul egy paraboldval, hiszen csak a két egyenlet kézés megoldésait
kell keresniink. Es ekkor kideriil, hogy ez a végtelen tévoll egyenes, amelyrdl
Ggy éreztiik, hogy magaa zavar, éppen & derft teljes vildgossdgot a kiipszeletek
csalddjdra.

Ugyanis mindenkiben, aki ezzel a tirggyal foglalkozik, felvet&dik a kérdés:
ha adva van egy kétismeretienes misodfokd egyenlet, hogy lehet eldonteni
réla, hogy ez miféle kipszelet egyenlete? Erre ad feleletet a végtelen tévoli
egyenes: ha az & egyenletének nincs kéz8s megoldisa az adott egyenlettel,
akkor ellipszis, ha egy kéz6s megolddsuk van, akkor parabola, ha kettS, akkor
hiperbola egyenletével 4llunk szemben, t5bb lehet8ség pedig nincs. (A kér az
ellipszis legszabdlyosabb alesete.)

Most médr nyugodtan szabadjira engedhetjiik a képzeletiinket: a kapott
eredmény teljesen megfelel az elképzelésiinknek. Az ellipszis egészen a véges-
ben fekszik, hit persze, hogy nincs k&zs pontja a végtelen tévoli egyenessel.
A parabola szérai mind meredekebbé valnak, mindjobban hasonlitanak két
pérhuzamos egyeneshez, hit persze, hogy egyetlen végtelen tévoll pontban
talilkoznak. A hiperbola széral pedig két kiilonbdz8 irényG asszimptota men-
tén nydlnak el: természetes, hogy két kiilonbdz8 pontban futnak be a vég-
telenbe.

Hit nem lett volna kir, ha ezeket a nem létez5 pontokat nem engedjiik
széhoz jutni?

Most mér hozzd merek nydlni utolsé elintézetlen probléménkhoz is: az
ilyen masodfok egyenlethez:

x: = —9.

y—9-cel jelsInénk azt a szémot, amelynek a négyzete —9, ha volna ilyen,
de olyan szdmmal még nem talilkoztunk, amelynek a négyzete negatlv lett
volna. Akdr —3-at, akdr {3-at emeliink négyzetre, csak -9 lesz az eredmény.
Még az is kérdés, hogy mennyi V—1; ,,i-gazén nem tudom" - akarom mon-
dani, de tegyiik fel, hogy gondolkozis kézben kissé elnydjtva mondtam az
it és valaki buzgén jegyzi, amit mondok; & dgy értette, hogy / a vilasz:

V—1 =i

Erre a szavamba vig: ,.akkor mar azt is tudom, hogy mennyi Y—9 ! Ez akkor
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31, vagy —31 Is lehet”, Hit ebben igaza van: ha Y—1 = I, akkor l az a szém,
amelynek négyzete —1: "
= -1,
és Igy akér
(43))2 = 31:31 =9 = 9:(—1) = —9,
akdr
(=312 = (=31)-(—=3)) =9 = 9.(—1) = —9.

Csak az a baj, hogy ez az | nem létezik, félreértés az egész, sajtdhiba; én Iga-

zén nem tudom, hogy mennyl ¥—1.

De ha mér elkovettilk ezt a sajtéhibdt, jitszadozzunk el egy kicsit vele,
mint az imént Y—9 kiszimitdsakor; hitha tud valamit ez a nem létez8 elem
is?

Szédiiletes dolgokat tud. Or4 éplil a fliggvénytan, 2 matematika legtisz-
teltebb, legelSkelSbb 4ga ~ ha /-t ki akarjék hagyni belSle, kiilén meg kell
mondani, hogy most valés fliggvénytanrdl van szé ~ de nincs olyan 4ga a ma-
tematikinak, amely ne fordulna ehhez az I-hez segltségért, éppen amikor
valami nagyon mélyet akar mondani, és ebben még a geometria sem kivétel.
Arra a torekvésre, hogy egységes rendszerbe foglalhassuk a szétfolyd egyes
tételeket, & teszl fel a korondt.

Csak gyenge fzelitSt adhatok ebb&l, ebben a képlet nélkiill matematiké-
ban, hiszen az idedlis elemeket igazdn a forma élteti.

Péiddul, ha az ,,/" Jel haszndlatit megengedjiik, olyan kapcsolatok térul-
nak fel egyes fiiggvények kozt, amelyekrdl fogalmunk sem volt azelStt.

Ki gondolnd, hogy a szogfliggvények és a hatvanyfiiggveny kozt van valami
kapesolat?

Mérpedig be lehet bizonyitani, hogy ha a sz8get az egységnyl sugérral
belerajzolt kérfv hosszdval mérjik:

2egység

akkor példdul a két egységnyi szog cosinusa (réviden cos 2) Igy is fellrhaté:
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ahol e a természetes logaritmus alapszdma, és birmekkora szégre hasonlé
formula Igaz:

3l -3

r.t::53=e e -
2

Ay .-l
cc:~s4'=re at
2

és Igy tovibb.

Mir hogy lehet egy sz6g cosinusa, - azaz két tévolsdg viszonya, ami
mégiscsak becsiiletes valés szdm ~ a Jobboldali nem létez8 szimmal egyenl&?

Csak (gy, hogy Jobboldalt is valés szdm van: a kijelélt mveletek elvég-
zése kdzben | megjelenik valami képzelt viligbél, réviliglt az Ssszefiiggésre,
és ismét eltdnik. A szémok kitaldliséra vonatkozd Jatékok kozt Is elSfordul
ilyenféle Jelenség: ,,Gondol| egy szdmot, szorozd meg 3-mal, ad] hozzi 4-et,
az eredményt vedd 2-szer és aztdn vond ki a gondolt szém 6é-szorosdt.”
Megvarom, mig Jatszétdrsam elkésziil a feladattal, és ezutén semmit sem kér-
dezek t&le, mégls megmondhatom: ,,Az eredmény 8 volt!” Ugyanis Igy lehet
jegyezni a menetet: a gondolt szém x, ennek a 3-szorosa 3x, ha 4-et adok
hozzi, 3x + 4-et kapok, ezt kell 2-szer venni: 2-(3x + 4) lesz, végre ebbél
kell kivonni a gondolt szém 6-szorosit,azaz 6x-et:

2.(3x 4 4) — 6x
az eredmény. Szorozzuk meg 2-vel 3x + 4 mindkét tagjat:
6x + 8 — 6x, azaz méds sorrendben 8 -+ 6x — 6x

lesz belble, és ha 8-hoz hozzi Is adok 6x-et, de azutén ki Is vonok bel8le

ugyanennyit, csak megmarad 8-nak. A gondolt szém bejétt a szémitdsba, de
Ismét el Is tdnt bel8le.

A szégfiiggvények és a hatvinyfiiggvény kézdttl kapesolatbél olyan &sz-

szefiiggéseket is levezethetiink, amelyekben mdr litszélag sincs nyoma az i-
nek. Szémitsuk ki példdul

3 | -2l
c032=e_.+;

alapjdn cos 2 négyzetét. Hogy ne kelljen tértekkel bajlédni, el8bb vigyiik 4t
a Jobboldali 2-es osztét a baloldalra szorzéul:
2.cos 2 = e - e~2,
Most emeljiink négyzetre. A baloldal négyzete:
2.cos 2:2.cos 2 = 2.2-(cos 2)?
(van rd okom, hogy most nem akarok tudni arrél, hogy 2.2 = 4).
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A jobboldal kéttagi &sszeg, ezt tehit gy emeljiik négyzetre, hogy vesz-
sziik az elsd tag négyzetét, szem eldtt tartva, hogy hatvinyt Ggy hatvinyo-
zunk, hogy a kitev8ket szorozzuk:

(e%)? = e¥;
azutdn hozzdadjuk a két tag szorzatinak kétszeresét, nem felejtve el, hogy e
hatvinyait Ggy szorozhatjuk, hogy a kitev3ket 6sszeadjuk és hogy a 0-ik
hatvany értéke 1:
2.efed = 2,02+ (-2 —2.60 = 2.1 = 2;

végre még hozzdadjuk a misodik tag négyzetét:

(e~2) = e 4,
Tehit a jobboldal négyzete fgy Irhaté:

ell +2 4 e,
vagy mds sorrendben:

el et 4 2,

és lgy
2.2-(cos 2)* =efl - e—41 1 2,

Most vigyiik 4t az egyik 2-es szorzdt osztéul a jobboldalra;azott levs Osszeg
minden tagjit osztan| kell 2-vel; 2-t tudjuk osztani vele, ebb&l 1 lesz, a t&bbi
tag osztdsét csak Jeldljiik:

ell g4l

2-(cos 2)’=——2—— +1.

De itt egy ismerdssel talslkoztunk:
ell 4 e—'l.l
2

éppen az, amird| azt 4llftottuk, hogy cos 4-gyel egyenl8. Tehdt frjunk helyette

cos 4-et:
2:(cos 2)* =cos 4 1,

vagy mis sorrendben (mert gy kénnyen azt hihetnék, hogy 4 -+ 1 cosinusa-
rol, azaz cos 5-r8l van szd):

2-(cos 2)® =1 + cos 4.
Végre vigyiik 4t a mdsodik 2-est is osztéul a jobb oldalra:
1 4 cos 4
2

(cos 2)2 =
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és ez egylke a |6l ismert trigonometrial dsszefliggéseknek; i-nek mér nyoma
sincs benne. Ez megnyugtathat, hogy nem szdmoltunk hibdsan, Gjat azonban
nem ad. De ha esziinkbe Jut, hogy két tag &sszegét nemcsak négyzetre tudjuk
emelni, hanem a binomidlis tétel segltségével akdrhinyadik hatvényra is,
akkor egy csapdsra egy sereg 0] trigonometrial képletet is vezethetiink le.

Bocsdnatot kérek a hosszd szdmoldsért, amelyben egyszerre annyi sza-
bilyra kellett emlékezni; azt hiszem, elkeriilhetetlen a megértéshez, hogy
az ember egyszer maga élje 4t: hogyan tdnik el ismét J a szdmitdsokbél, miutdn
friss életet vite kozéjiik.

De nem ez a legfontosabb szerepe.

Hogy a mésodfokd egyenlet utolsé megoldatlan esetét is elintézte, az
természetes, hiszen erre a célra hoztdk be: az & segitségével vonunk négyzet-
gyokét negatlv szdmokbél. lgaz, hogy Igy csak ,képzetes” eredményhez
jutunk, de az el6bbiek talén mar meggy&zték az olvasét arrél, hogy ezeket
sem kell elvetnl. Igy pl.

(x—2)2=—9
megoldasa:
XL = V—9

és || —9 = 31, vagy —9 = —3i; ha a 2-es kivonandét 4tvissziika jobb oldal-
ra 6sszeadandéul, megkapjuk a két ,,gyckot” (igy is hivjdk az egyenletek meg-
oldésait, hiszen sokszor gydkvonds Gtjdn Jutunk hozzijuk):

x =243,
vagy X =2 —3i.

Ezek olyan szidmok, amelyek egy valés és egy képzetes részbél édlinak; az
ilyen furcsa &sszekapcsoldsit a valédi és az elképzelt vilignak ,komplex
szdmnak” nevezik. Ha ezek elég lehetetlen szimoknak tinnek is: az 6sszegiik
mér valés, hiszen &sszeaddskor -3/ és —3i kiesik; s8t kénnyen beldthato,
hogy valés a szorzatuk Is.

A komplex szdmok kézt ott vannak a valds és a tiszta képzetes szimok is;
pl. 5 + 0.1 =5 valés, 0 + 2I = 2i tiszta képzetes szdm.

Ha negativ szimbdl kell negyedik gyokét vonnunk vagy hatodikat,
nyolcadikat és Igy tovabb, ugyanigy megakadunk, mint a négyzetgyokvonds-
ban: hiszen akér pozitlv, akdr negativ szém pdros kitev8j(d hatvidnya mindig
pozitiv; Igy példdul —16 negyedik gyoke sem pozitiv, sem negativ szdmaink
kézt nem szerepel, mert

(+2)¢=2-22.2=16
és (—2)' = (=2)(=2)-(=2)-(=2) = (+4)-(+4);
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ez ugyancsak +16. Azt lehetne hinnl, hogy mindezek Gjabb idedlis elemek
bevezetését kivinjak meg. Szép és meglepS eredmény, hogy erre mér nincs
sziikség: az egyetlen | segitségével méar ezek Is elvégezhetSkké vélnak. S&t
azt is be lehet bizonyftani, hogy a komplex szimok kérében minden akérhd-
nyadfokd egyenletnek van megolddsa; ezt nevezik az algebra alaptételének.
Ez nem ellenkezik Abel eredményével, azzal, hogy mir az 6tédfokl egyenlet
megoldisiban meg kell akadnunk: csak Gn. ,,puszta egzisztenciabizonyitds";
az egyenletet kielégitd szim megkeresésére—alapm{veletekkel és gySkvoné-
sokkal — nem ad médot,

A négyzetgydkvonas mindig két értéket ad: egy pozitivot és egy negatl-
vot; ezért van a misodfok( egyenletnek mindig két gydke a komplex szdmok
kdrében. Azaz hogy mégsem mindig: az

(x—32=0

egyenletnek csak egy megoldésa van, mert az a szém, amelynek négyzete C
csak maga a 0 lehet, tehdt

x—3=0,
vagyls
x=3
az egyetlen megoldis. De ennek az egyenletnek a kifejtett alakja:
x2—éx +9=0

és ezt az alakot meg lehet kozeliteni egyre jobban olyan egyenletekkel, me-
lyekben az itteni 6-osté| és 9-estél egyre kevesebbel eltérs szimok szerepel-
nek, és amelyek mindegyikének 2 gyke van, csakhogy e két gyék mindig
kézelebb esik egyméshoz, amint az egyenletek mind hasonlébbé vélnak a mi
egyenletiinkhdz. Ezért azt mond]ék, hogy abban a pillanatban, amikor ezek az
egyenletek teljesen egyenl&vé vilnak az

x?—6x +9=0

alakkal, a két gyok egybeesik.
Hény gyoke van egy negyedfoki egyenletnek? Az

X4 =1

egyenletet | segltsége nélkiil Is meg tudjak oldani: akdr +1-et, akdr —1-et
emeljiik negyedik hatvdnyra, -{-1-et kapunk, tehdt Ggy latszik, Itt Is két gydk
van: +1 és —1. De most kozbeszdl az I : ,,0hé, ez nem rend. Negyedfok
az egyenlet, 4 gydkének kell lenni. Itt vagyok én." Es valéban I, s6t—1 Is
gyckok, mert
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B=lodolel =Pt = (—1)(—1) = +1 &
() = () (- (D = PP =

= (1) (1) = +.

[gy teremt i rendet minden egyenlet gySkei kézt: be lehet bizonyitani, hogy
a komplex szdmok kérében minden egyenletnek annyi gyéke van, ahdnyad-
foka; eltekintve attél, hogy egyes gydkok ,,egybe Is eshetnek™.

Ezt adja az ,,I"" az algebrinak.

A legtdbbet azonban a fiiggvénytannak adja.

Hogy ebb&l valami (zelit&t adhassak, elbb dbrizolnom kell a komplex
szdmokat.

Tekintsiik az i-t egy Gjfajta egységnek, amellyel szimolunk. Igy egy dj
szamvonalon kell 4brézolnunk | tébbszéraseit. E szémvonal 0 pontja egybe-
eshetik a valés szémvonal 0 pontjéval, hiszen 0.1 is 0. Igy egészen koordinita-
rendszer-szerlen helyezkedhetik el a két szimvonal:

‘képzohs tengely

13i
2i

0 ! _ valds tengely
. . ug 4] o I %

b |
<21
-3i

Ez arra indithat minket, hogy a komplex szdmokat, amelyek egy valés és egy
képzetes részb8l dlinak, a sik pontjaival dbrdzoljuk; az x koordinita lesz a
valés rész, az y koordinita a képzetes rész. Példdul néhdny komplex szém
képe:

143

-2 =21
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A komplex szimok tehit mér nem szdmvonalon, hanem szimsikon
helyezkednek el.

Egy komplex szém abszolt értékén azt értik, hogy milyen tévol van a
0 ponttél. Ez a tivolsig persze lehet kisebb vagy nagyobb. De ugyanolyan
tévolsigban a 0 ponttdl egész serege van a komplex szimoknak: ezek egy 0
koriili kérdn helyezkednek el:

/.-u- 1+2i

-2+i/ \[ \
. \

\ [0 g
\ L P 2=
5 - _-/

Y
-1-2i

Semmi ok sincs arra, hogy ezek egyikét kisebbnek tekintsiik mint a mésikat.
.Kisebb", ,,nagyobb” fogalomrél tehdt sz6 sem lehet a komplex szdmok
korében.

Mindamellett kénnyen meg lehet gy8z8dni arrdl, hogy minden régi
mveleti szabily épségben marad, ha a komplex szdmokkal dgy dolgozunk,
mint eddig Is: mintha | valami ismeretlen lenne, amelyrd| csak annyit tudunk,
hogy ha valahol 12 1ép fel, —1-et frhatunk helyette.

Most térjiink vissza egy régi eredményiinkhéz. A csokolddépéldibol ezt
nyertiik:

1 1 1
1—=14+—+4+—
9 i 10 +100 T

1 -
1090

+ .

Itt a jobboldalon minden szdm :—u-szer akkora, mint az el6z8, 110 a mértani
sor ,,quotiense”. Prébdljuk az 1:;-et gy 4talakltani, hogy ez az 110 szerepet

kapjon benne.
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mér sokat egyszer(sitettiink, tudjuk, hogy szabad a szimllét és a nevezbt
ugyanazzal a szimmal osztanl; itt osszunk 10-zel, nem t&r&dve azzal, hogy ezt
az osztdst a nevez8ben csak Jeldlhet]iik:

11—=L.
"9

10
Ez arra j6, hogy % -et mar kénnyen kifejezhetjiik 11—0 segltségével: egy egész

10 tizedbdl 4ll; ebbdl 1 tizedet elvéve marad éppen ‘i%' tehét

5 _,_1
10 10
és gy végil
11§‘= 1 1-
[
10
Ha ezt belrjuk a helyére:
1 1 1 1
—_— 1t —t—+—+.
1__1_ +10 100 1000+
10

Ebben az alakban iltaldnosithaté az eredményiink. Ha nem 1—0, hanem pl.

2
; a mértani sor quotiense, akkor minden kévetkez§ tag i-szor akkora, mint

8
az el8z8, tehéit a sor tagjai rendre: 1, 1_2__=3, 32 =i, 12 = -
3 3 3.3 % 93 27
s. I. t., és ekkor is bizonylthaté, hogy
1 2.4 8
=i [ ok g i i T
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De vigy4zni kell, hiszen littuk, hogy nem minden mértani sor 8sszegezhetd;
példaul 4+1, —1 és ezeknél nagyobb abszolGt értékd quotiens mellett nem
volt &sszegezhetS a sor. Be lehet bizonyitani, hogy ha még oly kevéssel Is
esik kdzelebb a quotiens 0-hoz, mint 1, mir konvergens a sor, és az 8sszegét

Ggy lehet felirni, mlnt?‘la és % esetén. Tehit mindazok a quotiensek, amelyek

mellett igy 6sszegezhetjiik a sort, a szimvonalon —1 és 41 k&zé esnek:

3 2 0 ! 2 3.

Ha az Ideesd sok szim ké&ziil egyet gondolok, de nem mondom meg,
melyiket, akkor ezt x-nek nevezhetem. Igy, ismeretleniil is el lehet mondani
réla, hogy a vele megalkotott mértani sor tagjai:

1, 1. x=x Xx=x% x%X=xXX=x3
X3x = XX XX =x4, ...
és hogy erre a mértani sorra Is Igaz, hogy

1
1—x

=14+ x+x3 434+ xt ...,

Ez biztosan igaz lesz, birmi Is x, hacsak arra ligyelek, hogy beleessék a —1-
t8l +1-ig terjedS szdmkdzbe.

: értéke természetesen fiigg attdl, hogy x milyen szémot jelent, tehdt
—x

fiiggvénye x-nek. Azt szokds mondani, hogy mi itt ezt a figgvényt , hatviny -
sorba” fejtettilk: x n&vekedd hatvinyaibél 4116 végtelen sorba. Ennek a rész-

értékée: elsd, durva kdzelités-

letdsszegei kdzelltik meg egyre Jobban 3
—X

ben még 1-et is mondhatok helyett,1 + x mér jobb kdzelités,1 4 x

1—x
+ x2 még Jobb s. I. t. Altaldban felvethetd a kérdés: lehet-e egy adott figg-
vényt hatvinysorba fejteni (persze &ltaldban nem az el6bbivel azonos sort
varunk, hanem olyat, amelyben x hatvinyai bizonyos szdmokkal szorozva sze-

repelnek)? Ez déntd fontossigl kérdés a fiiggvénytanban. Mert az

—_ X
figgvény még elég egyszerd, ha'x adott szdm, kénnyen kiszémithaté az értéke.
De péld4ul a hatvényt, mint a kitevd fiiggvényét ugyancsak sikeriilt hatviny-
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sorba fejteni, méghozzd legegyszerGbben akkor, amikor az alap az a bizonyos
e =271... Ezt a sort kapték: birmilyen szdm s x,

_ i) b B g
CorlAWISE™ T T gl e

ahol - talan nem felejtettiik még el -
21=1.2, 31=1.2.3, 41=1.2.3.4
és Igy tovébb.

Ez mir nagy segltségiinkre van e* értékeinek kiszdmitdsdban, amikor
x helyére hatdrozott szimokat [runk. Az e Irraciondlis végtelen tizedesszdmot
hatvanyoznl nem nagy mulatsig. De ha x kicsl, akkor mér1 + x is |6 kdzelltés
lesz helyette és ennek értékét kiszdmitani: az adott szdmot 1-hez hozziadni,
igazin gyerekjiték. Ha nagyobb pontossig kell, hit hosszabb részletdsszeget
veszink, ilyenkor mér az adott szdm néhény hatvinyit Is ki kell szdmitani, de

Igazén egyszer{bb dolog pl. x = 13—0-et négyzetre, kébre, negyedik hatvinyra

emelni, mint 10-ik gy8két vonni a (2,71...)% Irraciondlis szimbél; hiszen
3
@71...)" ezt jelenti.

6, hogy ez a kifejtés minden x-re igaz.

A szogfiiggvényeket és a logaritmusfiiggvényt is sorba lehet fejteni, és
ma mér a sorok alapjén késziilnek a tdbldzatok.

De e sorok mér nem valamennyien konvergensek minden x esetén, erre
nagyon kell vigydzni, nehogy akkor Is 4llit6lagos kozelitS értékkel pétoljunk
valamit, amikor 526 sincs kozelitésr8l. Tehdt felvet&dik a kérdés: ha van egy
fuggvényem, hogyan ismerhet6 fel errél, hogy milyen x-ekre lesz hatvény-
sorba fejthet&? y

Nézziik meg Gjra a mértani sorunkat. Azt mondtuk, hogy az

1

1—x

=14+x+x2+x3Fxt4...

kifejtés a
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—1-t8l +1-Ig terjedd szimkozben érvényes. Meglitszik-e Tl—-—-en. hogy
—X

éppen 1 (a 0 misik oldalén aztén ugyanannyi) lesz a hatér?
De meg 4m! Mi volna, ha itt x 1-et jelentene?

i 1
1—1 0

még lefrni Is rossz: Itt az &rdk tilalomfa, a 0-val valé osztds! Ha ré se néziink
a sorra, mir maga a fiiggvény Is megdllj!-t parancsol az 1 pontban.

Mindig ilyen hatdrozottan eldrulja a fiiggvény, hogy meddig mehetiink?

A valés szimok kérében nem. Sok bajlédést okozott ez egyes fliggvények-
nél. Itt volt az ideje, hogy I beavatkozzék,és & azutdn teljes vildgosségot derl-
tett erre a kérdésre.

Lissunk erre egy példat.

Aki csak egy kevéssé is Jiratos a formuldk kezelésében, az mértani so-

runkbél egy pillanat alatt kiolvashatja, hogy az 3 _:—-= fiiggvény a kovetkezd
X

hatvinysorba fejthet5:
1
14x2

és ez a sor szintén akkor &s csak akkor konvergens, ha x —1 és -1 kozé esik:

=1 —x?4xt—x" ...

-1 0 1

Vajon itt Is eldrulja-e a fiiggvény ezeket a hatdrokat?
Irjunk x helyébe +1-et:

1 1 1
=——=—,semmi| baj.
141 141 2
Talin a masik hatdron van a hiba; frjunk x helyébe —1-et:
1 1

= = Ll , itt sincs semmi baj.
14(=1)p 141 2

Most aztén zavarban vagyunk.
Ekkor jelentkezik i: ,,Miért nem irsz x helyére engem!?" Prébéljuk meg:
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1 ; ST,

148 14(=1) 0

allj! — ez mar O-val valé osztds. Ha a komplex szdmsikra gondolunk, régtén
latjuk, hogy i is egységnyi tévolsigban van a 0 ponttdl, és hogy egy ilyen pont-

ban van baj a fiiggvénnyel, az elérulja, hogy az egységnyi hatdrok kéziil nem
szabad kimerészkedni:

Tehdt nemcsak a valésban: komplex helyeken is célszerd vizsgdlni egy
fiiggvény értékét. Es teljes dltalinossdgban igaz, hogy ha csak egyetlen pont-
ban baj van a fiiggvény kériil, akkor anndl a pontnél tévolabb 0-tél mér nem
lehet hatvanysorba fejthetS. Tehit meg kell keresniink a komplex szdmsikon a
0 ponthoz legkdzelebb esé olyan pontot, amelyben baj van, iddig terjed az a
korzet, amin beliil hatvdnysorba fejthetjiik a fuggvényt:

| képzetes tengely
% baj!
x baj/

/‘ \4\baj,!'
baj !/ !‘/ valds tengely

lgy egy kort kapunk a 0 pont kériil, ennek a belsejében kopvergens a sor,
esetleg a keriilet egyes pontjain is, de azon tdl biztosan nem. Egy ilyen kér

pedig mindig egy 0 koriili szimkézt vdg ki a valés tengelyb6l; az dbrén ezt
jeléltem vastagon.
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i tehit ismée Jott, mindent rendbehozott, s ha akarjuk, ismét eleOnik:
szorltkozhatunk erre a valés szimk&zre, amelyet & hatirolt koriil pontosan.
De az elb(vélt matematikus most mér nem engedi tdvoznl. Ha ennyit tud,
mér nem is lehet nem létez&nek tekinteni. Erdemes bejirni a komplex fiigg-
vénytant, ezt a ,,semmibdl alkotott viligot”, ahol mégis nagyobb a rend,
mint a valésagos vildgban.

16. MOHELYTITKOK

Ha az ember mér felocstidott egy mdalkotis elsé réhatdsébél, felébred
benne a kivancsisg az e viligban valé dolgok irdnt; szeretné tudni, hogy jott
létre a remekm(, ml az, aml az emberi benne: a verejték, az aprélékos pepe-
cselés. Szeretne egy kicsit bepillantani a mGhelybe is.

Tér|iink vissza mi Is az elképzelt viligokbdl,és lessiik el a matematikus
mihelytitkait. Azt az aprélékos bibelddést, amit8l meg akartam kiméini az
olvasét, de egészen nem rejthetem el a szeme el8l; hiszen az az Ir6, aki ezt a
konyvet elindftotta, éppen a differencidlhdnyadosra volt kivéncsi,és a differen-
cidlhdnyados idetartozik: a matematikus technikai kelléktirdba. Ha ez nem
is olyan csillogd térgy, mint az eddigiek, a jelent8sége rendkiviil nagy: nincs
m(alkotds pepecselés nélkiil.

Kezdett6l fogva arrél volt szé, hogy a fiiggvényfogalom az egész matema-
tikal md gerince, a fiiggvényrél pedig a hozzé tartozd gorbe ad képet. De ez
a kép sziikségszer(en tokéletlen. Egyenesdarabokbdl raktuk Sssze a gorbét,
ezeket igyekeztiink mindjobban sdrfteni, hogy kisimuljon, de mér az elsd
simitésok utdn egybeolvadtak a ceruzavonalak; a rajzunkon egy 16 oldali
sokszdget mér szinte meg sem tudtunk kiilonboztetni a kortdl. Senki sem
hiheti, hogy egy ilyen hozzévetSleges képb8l komoly torvényszeriségeket
lehetne kiolvasni fiiggvényeinkkel kapcsolatban. Valami preciziés eszkozre
van szilkség, amely barmilyen finom kilengéseket is megérez, birmilyen pon-
tossigig kévetni tudja a fiiggvény menetét. llyen preciziés eszkéz a differen-
cidlhdnyados.

Induljunk ki a rajzbél.

Amikor a parabolérdl prébaitam képet adni, azt mondtam, hogy a szérai
egyre meredekebbé vélnak. De hogy lehet egy sima gérbe irdnyérol beszélai?
Azt még tudom, hogy az egyenes irdnydn mit kell érteni, hiszen az emelke-
dését akdrmelyik pontjéban Gjra, meg Gjra ellendrizhetem, benne meg lehet
bizni: az egyszer felvett irdnytdl soha tébbet el nem tér. De azért gorbe a
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gorbe, hogy az irdnyit folyton véltoztassa. Megfogom egy pontban: ,Itt mi
az irdnyod?"

De & sima és kicsGszik a kezembdl, nem ad hatérozott feleletet. Pedig mégis
érzem, hogy van nekl ebben a pontban is valami hatdrozott irdnya; nem volt
értelem nélkil valé, amikor a parabola meredekségérél beszéltem.

Pergessiik egy kicsit visszafelé a filmet, oda, ahol még nem volt ilyen sima
a gorbe. Egy ilyen képén vélasszuk ki egy meghatdrozott pontjit:

A megjeldlt pontban még ,,kénydk™ volt: itt biztos, hogy nem volt még
hatdrozott irdnya. ElStte ilyen:

e

volt az irdny, utdna ilyen: /

magéban a pontban éppen irdnyt véltote a vonal. Most forgassuk lassan elére
a filmet, oda, ahol mér tébb kézbiilsé pontot vettiink fel:
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Itt mér joval kevésbé éles a kdnyok:

./

a pontunkban Osszefutd két irdny miér alig tér el egyméstdl,

Rajzzal én mar nem is tudom tovabb kisérni, hogy mi lesz, ha még t&bb
k&zbiilsé pont szerepel; mindenki el tudja képzelni, hogy a kénydk egyre
jobban kisimul, és akkor a pont el3tti és pont utdni irdny egyre kevesebbel
fog kiilonbdzni. Azt a kézos irdnyt kellene a goérbe irdnyinak tekinteni e
pontban, amihez a kénydk szdrai mindjobban kézelednek, amig a kénydk ki-
simul.

Ha belittuk, hogy ezek egy k&zés irdnyhoz kézelednek, akkor elég lesz,
ha csak az egyikiikkel foglalkozunk.

Vegyiik példéul a pont uténi egyenesdarabokat. Az irényuk jobban lit-
szik, ha meghosszabbitjuk &ket:

Igy sorra a gérbevonal egy-egy szel6jét kapjuk. Amint a beosztis siiriibb lesz,
a szomszédos pont egyre kdzelebb jut a mi pontunkhoz, és a szel6nek mind
révidebb darabja esik a gérbe belsejébe. J6I megfigyelhetjiik, hogy mi torté-
nik, ha a szeldt egy vonalzéval helyettesitjiik és ezt forgatjuk kifelé, egy pontjit
illanddan leszoritva a mi pontunkra:
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Lesz egy pillanat, amikor a szomszédos
pont éppen beleesik a mi pontunkba, a
vonalzé elpattan a gérbéedl:

A szelébél érintd lete:

Ugy érezziik, hogy ebben a pillanatban
fogtuk meg azt az irdnyt, amihez a ko-
nydk felsé szira kozeledik. Ha egy ilyen
irdnyl vonalzéval kiviilr8l kdzelednénk
a gorbe felé, akkor a vonalzé éppen a
mi pontunkban érne a gorbéhez, itt egy
pillanatra &sszesimulna vele, s ha ssze-
simulnak, egy az irdnyuk. Mi pedig ab-
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ban a kényelmes helyzetben vagyunk, hogy ezt az irényt nem kell az &ssze-
simuldsnak pardnyl helyén vizsgdlnunk: az egyenes a végtelenségig megdrzi
ennek a pillanatnak az emlékét, mindvégig ugyanez marad az irdnya.

Most mér tudjuk, hogy mit értsiink egy sima gorbe irdnyin egy adott
pontjaban: a kérdéses pontban hazott érint irinyit. Es ezt tokéletesen jelle-
mezhetjiik példdul egy olyan hdnyadossal, amivel a lejt8 emelkedését fejeztiik
ki. Ez lesz a differencidlhdnyados.

Az érint fogalméval egyszer mér taldlkoztunk: amikor tisztin algebrai
Gton arra az eredményre jutottunk, hogy egy kipszeletnek egy egyenessel
0,1 vagy 2 kdzds pontja van, és azt mondtuk, hogy ha egy kdzos pontjuk van,
akkor az egyenes érinti a kapszeletet, A kipszeletekre ez gy igaz Is; de
egydltalin nem az a déntd érintStulajdonsdg, hogy egyetlen kézds pontja
legyen a széban forgd egyenesnek a gérbével. Ha példdul még kdnydke van

egy gorbének:

az ezen 4tmend egyenest a rajzon egyéltalin nem tekinthetjiik érintSnek,
ha csak egyetlen kdzds pontja van Is a gorbével; itt szé sincs arrél, hogy ez
irdnyt jelezne. E pontban nincs Is egyértelm({ irdnya a gérbének, de a mi
egyenesiink még csak a bal vagya jobb oldali irdnyt sem jelzi.

Masrészt ennek az egyenesnek:

% |

P

két kdzds pontja van a gérbével, az elsd pontban mégis érintdnek kell tekin-
teniink, olyan szépen simul a gérbéhez.
Még az sem dontd tulajdonsig, hogy : érintd érint, szel szel. Mert példdul

ez az egyenes:

az dsszesimulds pillanatdban orvul 4t Is szell a gorbét. De azért kifogistalanul
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simul mind az alsé, mind a fels& 4ghoz; semmi okunk sincs arra, hogy ne te-
kintsiik érint8nek.

Egyediil az dont, hogy egyre kézeled6 szomszédos pontokon 4tmend
szel6k elpattandsakor jutunk-e a széban forgé egyeneshez. A két utédbbi
esetben ez fgy van; tessék vonalzéforgatéssal kiprébdlni,

Ha tehat egy érintd irdnyat akarjuk meghatérozni, 4ltaliban nem keriil-
hetjiik el a bibel8dést az egyre jobban kézeledd szel8kkel.

Persze esziinkbe sem jut, hogy a vonalzéforgatdst pontos médszernek
tekintsiik. Ha valami komoly térvényszer{ség megdllapitdsihoz volna sziik-
ségiink a gorbe irénydnak ismeretére, nem mernénk egy vonalzéforgatissal
kapott eredménnyel el84lini. A preciziés médszert nem virhatjuk a rajztél,
csak a szdmoldstdl. *

Egy hatdrozott példdbél indulok ki: az
y =x?

egyenlettel megadott fiiggvény menetét szeretném kévetni. Mér tudjuk,
hogy ennek a képe parabola; dllapitsuk meg teljes pontossiggal, hogy milyen
irényG e parabola érintSje abban a pontban, melynek x koordinitéja 1.

E pontban az y koordinéta:

y=1=1,

tehit paraboldnk az (1; 1) ponton megy 4t; az (1; 1) pontban hdzott érinté
irdnyit keressiik.

A gdrbe képe mir j6 ismerSsiink:

' 4

(11

* Akl nem kivincsi a differencidlhdnyados és az integrdl fogalmira, a babramunkit

pedig unja, az kivételesen 4t Is lapozhat|a a fe|ezet hitralevd részéc és a kévetkezd fejo-
zetet.
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Tudjuk, hogy mi a teendénk: fel kell venniink a gérbén az (1; 1) ponthoz
egyre kozelebb esd szomszédos pontokat, az (1; 1) ponton és egy-egy ilyen
szomszédjn 4t szelSt kell hdznunk, meg kell dllapftanunk e szel8k irdnyéc
- példdul egy olyan hinyados alakjdban, ahogyan a vasiti téltés emelkedését
fejeztiik ki — és aztdn meg kell nézniink, hogy mihez kézelednek ezek az ira-
nyok, amlg a szel8k az elpattanashoz kézelednek.

Ugy fogjuk felvenni a szomszédos pontokat, hogy az (1; 1) ponttél eldbb
1 egységgel, azutdn 1 tized, majd 1 szdzad, 1 ezred egységgel megyiink jobbra
és Igy tovdbb. Tehit a szomszédos pontok x koordinitéi rendre:

14+1=2, L, 10l 1.00%...

lesznek. Ezeknek a pontoknak az y koordindtdit is ki kell szdmitani, y = x2
miatt négyzetre emeléssel; ez konny( lesz, mert 22 persze 4, és még a Pascal-
hiromszég mésodik sordbdl emlékezhetiink arra (a kzbeszirt 0 jegyektd| és
a tizedesvessz8tdl eltekintve, de ezek is eléfordultak mér), hogy

1.12=121, 1,012=1,0201, 1,001% = 1,002001,...
Még valamit elérebocsitok, nehogy a babramunka fontosabb meggondolasok
kozben tartson fel minket: mér igen sokat egyszerdsitettiink és igy tudjuk,

hogy szabad a tort szdmliléjat és nevezdjét ugyanazzal a szdimmal osztani.
De ha példiul 2-vel egyszerdlsitve

6 3

8 4
akkor forditva is:

3_6

4 8

vagyis megszorozni is szabad a szdmldlét és a nevezdt 2-vel, 4ltaldban ugyan-
azzal a szimmal. Ett8] ugyan kevésbé egyszer( lett itt a tort alakja, de j6
hasznit vessziik e tuddsunknak, ha pl. tizedesszimok szerepelnek a tértben,
pl. ha ilyen kényelmetlen osztdssal dllunk szemben:

0,21
01"
Hiszen tudjuk, hogy tizedesszdmot (igy szorozhatunk 10-zel, hogy egy hellyel
jobbra vissziik a tizedesvessz8t; egész szém elejére pedig felesleges 0-kat
frni, tehdt itt a szdmldlot és a nevezét 10-zel szorozva
0,21

o 21

- -= 2,1-et
0|1
Lt
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kapunk. Ugyanigy lesz

0,0201
0,01
bél, ha 100-zal szorozzuk a szimlilét és a nevezdt,
0,02 01
.o G Ly
0,01 1
| S J

és igy tovabb.

Most méir hozzifoghatunk. Az elsd szom-
szédosnak szint pont x koordinitija 2,
y koordinitija 22 = 4, az (1; 1) ponton és
ezen a (2; 4) ponton 4t hizzuk az els& szelSt:

179

El8szor ennek a szel&nek az irdnydtakar-
juk megéllapitani. Vildgos, hogy az(1; 1)
ponttél 1 egységgel haladtunk jobbra -
ennyi az x koordindtdk kiilénbsége — és
3 egységgel folfelé, mert ennyivel nétt
a masodik pont y koordindtéja a mi pon-
tunk feje félé: ennyi a két y koordinita
kiilonbsége. Ezt még egy dbrin tiinte-
tem fel, vastagltva:

) 4
(2:4)
}
[ |\
(1,1)
1
/ )
(4] / 1 2 x
| ¥
(2,4)
J
(1,1
1
1
o] 2 X
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Tehidt az elsd szeld emelkedése:
i I
azaz
3

1

Most vegyiik a kovetkezd szomszédos
pontot: itt x = 1,1, és el8re kiszdmitottam,
hogy y = 1,12 = 1,21, tehdt itt az (1,1; 1,21)
pontrdl van sz6. Ha a mi pontunkon és ezen 4t
prébilok szel8t hizni, ismét megvastagitva az
emelkedését, itt a pici méretek mir Gssze-
olvadni l4tszanak:

—=3 =2 + 1 (nem ok nélkiil from igy).

%%

(121
(11

Helyezziik nagyltdiiveg ald a rajz széban forgé darabjit:

/on

x
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Mennyivel mentiink itt jobbra? 0,1-del, ennyi az x koordinatik kiilénb-
sége. Mennyivel n8tt a2 misodik pont y koordinitdja a mi pontunk feje félé?
Annyival, amennyi a két y koordinita kiilonbsége, azaz

121 —1 =021
egységgel. Tehit a misodik szel6 emelkedése:
021:041,
azaz
021
0'1

és mar elérebocsitottam, hogy ez annyi, mint

21 =2+ l—-
10

Ha a kovetkezd szomszédos pontra tériink 4t, amelyben x = 0,01 és -
amint elére kiszimitottam - y = 1,012 = 1,0201, még jéval erbsebb nagyl-
tasra volna sziikség, de taldn mir fiiggetlenithetjiik magunkat a rajztdl, hiszen
mar észrevehettiik, hogy mindig az y koordinitdk kiilonbségét kell osztani
az x koordindtdk kiilonbségével. E pontban és az eredeti (1; 1) pontban az y
koordindtdk kiilénbsége

1,0201 —1 = 0,0201,
az x koordinitaké

1,01 —1 =001,
tehat a harmadik szeld emelkedése:
0,0201 : 0,01,
azaz
0,0201
0,01

és errdl el6rebocsatottam, hogy ugyanannyi, mint

1
200 =23 —
100

Ugyanigy mehetiink tovabb és azt kapjuk, hogy az y-kiilénbségek és az x-
kiilénbségek hinyadosai — réviden, a , kiilénbségi hinyadosok™ -, melyek az
elpattandshoz egyre jobban kézeledd szel6k emelkedéseit szolgaltatjik, sorra
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1 1 1
241, 24—, 24—, 24—0.
& i 10 100 1000
értékdek.
Azt mér tudjuk, hogy az

LIS B
10" 100" 1000’
sorozat a csokolddépélda pontossigival 0-hoz konvergal, tehit teljes pontos-

séggal
2

az a szam, amelyet ezek az emelkedések mindjobban megkézelitenek. Mar-
pedig az elpattané szeld az érintd, tehdt a parabola (1; 1) pontjiban hazott

érintd emelkedése 2, vagyls-%. Ennek alapjén meg is rajzolhatjuk ezt az érin-

tét:
r)’

és ha megszerkesztjiik mellette a paraboldt sok-sok kézbiilsé érték segltségé-
vel, meg is lesz az az érzésiink, hogy ez az egyenes érinti:

Yy
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Tehét amig pontatlanul rajzolgattunk, melléktermékként egy egészen pontos
szdmol4si eljérés is hullott az 6liinkbe az érintd irdnydnak meghatdrozisira:
fel kell venni a pontunk szomszédsigiban egy mésik pontot a gorbén; a két
pont y koordinatdinak kiilénbségét el kell osztani az x koordinatdk kiilénb-
ségével és meg kell nézni, hogy mihez kézelednek az fgy nyert hanyadosok,
amig a szomszédos pont a mi pontunkhoz kézeledik.

Kiilénbség" idegen széval ,differencia”, ezért a kiilonbségi hinyadost
differenciahdnyadosnak Is nevezik, és azt a hatdrozott értéket, amelyhez a
differenciahdnyadosok kézelednek, differencilhényadosnak. A differencis-
I4s teh4t az, aminek beharangoztam: preciziés szdmoldsi eljirds a sima gérbe
érint8inek meghatdrozésira és gy egyszersmind a gérbe egész menetének
megvizsgalsara |s.

Mert més pontokban ugyanigy alkalmazhaté ez az eljérds: hasimaa gérbe,
minden pontjiban van egy hatirozott elpattandsi iriny. Az (1; 1)-nél maga-
sabban fekvé (2; 4) pontban mir meredekebbnek érezziik a parabolit; ha az
ehhez kézeledd

x=2+4+1, 21, 201, 2001,...

hez tartozd pontokban szémitjuk ki a kiilonbségi hdnyadosokat, sorra

1 1 1
4+1| 4+ " 44- “—8 4+_'__"4--
10 100 1000
eredményt kapunk, és teljes pontossiggal 4 az a szdm, amelyet ezek mind-

jobban megk&zelitenek, tehdt a (2; 4) pontban az érintd emelkedése 4 —=

=:, és ez valdban tébb, mint az (1; 1) pontban hizott érinté 2 = :

emelkedése.

Hasonléan mutathaté ki, hogy a parabola x = 3-hoz tartozé pontjiban 6,
az x = 4-hez tartozdé pontban 8 az érintd emelkedése; dltaliban a parabola
minden pontjiban kétannyi, mint a széban forgéd pont x koordinitéja. Ez az,
amit agy fejeznek ki, hogy az

y=x

fiiggvény differencidlhdnyadosa — barmi legyen is x értéke —
2x.
Es ezzel csakugyan a keziinkben van a parabola egész menete.
Hogy valami fix kiindulisunk legyen, azt az egyet még a fiiggvényegyen-

letb8l olvassuk ki, hogy a parabola 4tmegy a O ponton, mert ha x =0,
akkor y = x2 = 0% = 0. A t&bbit mar a differencidlhinyados drulja el.
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Legyen pl. x valami negativ szim. Akkor a 2-szerese, 2x, ugyancsak nega-
tiv, vagyis az érintd emelkedése negativ: egy ilyen pontban lefelé halad az
érintd és igy egyszersmind a hozzd simulé gérbe Is. Ha pedig x pozitiv, akkor
a kétszerese is az: az ilyen pontban emelkedik a gérbe. Ha x = 0, akkor a két-
szerese, 2x is 0, tehdt a 0 pontban 0 emelkedés( érint8je van a gérbének, a 0
emelkedés lejtd pedig maga a vizszintes Gt; itt éppen maga az x tengely.
Amint x abszolit értéke nd, a kétszerese is mind nagyobba vilik, és ezzel az
érintd meredeksége Is.

Mindezek a kdvetkez8 képet adjék a gorbérdl: a 0 ponttdl balra lefelé
halad ez a gorbe, a 0 pontban egy pillanatra vizszintessé valik, hozzisimul az
x tengelyhez, innen kezdve azutin emelkedik. Tehit a 0 pontban van a leg-
mélyebb pontja. A 0 ponttdl tivolodva mindkét széra egyre meredekebbé
lesz. — Mindezt mér tudtuk is a paraboldnkrél; kevésbé ismert fliggvény esetén
a differencidlhdnyados viligosithatott volna fel ezekral.

De a parabolérél valé tuddsunkat Is tovdbb csiszolja a differencidlhdnya-
dos Ismerete:

2x-

rél, a szorzatflggvényrSl mir a legelsd lizgdrbék megrajzoldsakor is littuk,
hogy egyenes a képe (ex természetes s, hiszen els&fok(); tehdt ez a fiiggvény
egyenletesen ndvekszik. Ennélfogva a parabola szirainak meredeksége novek-
szik ugyan, de nem kapkodva, nem egyre rohamosabban, hanem csak szép
egyenletesen.

Persze a parabola is keriilhet a szokott

Y
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helyzettdl eltéré poziciokba is, pl. ilyenekbe:

y y

0 X

és ilyenkor mdr probléma lehet, hogy hové esik a legmélyebb, illet8leg leg-
magasabb pontja. A differencidlhdnyados ezt régtén kitapintja, hiszen most is
ott vizszintes a parabola érintdje.

Az ilyen legmélyebb vagy legmagasabb pontok keresése, vagy a fiiggvény
nyelvére itfogalmazva, egy fiiggvény minimuminak, illetSleg maximumanak
meghatérozésa a legvéltozatosabb alkalmazésokra ad médot.

Példdul egy négyzetlapbdl dobozt akarunk késziteni Ggy, hogy négy sar-
kdbol egy-egy kicsi négyzetet vigunk ki és a csonka részleteket felfelé hajlitjuk:

Az a kérdés, hogy mekkora darabokat vigjunk ki, ha maximélis befogadéké-
pességli dobozt akarunk kapni.

A kicsi négyzet oldalit nem ismerem, ezért x-nek nevezem. Igen kénnyd
feladat megillapitani, hogy a doboz k&btartalma hogyan fiigg x vélasztdsétél.
Az bizonyos, hogy ha x kicsi, azaz keveset vigunk le, akkor széles, de alacsony
dobozunk lesz, ha pedig nagy négyzeteket vigunk le, azaz kisebb alapot ha-
gyunk, akkor magasabb, de sz{ikebb lesz a doboz. Tehdt x-et se tdlsdgosan
kicsinek, se tdlsdgosan nagynak nem szabad vilasztani, valahol kézépiitt lesz
az Igazsig. A differencidlhinyados teljes pontossiggal kitapintja, hogy akkor
lesz maximélis térfogatd dobozunk, ha a kicsi négyzet oldala a nagy négyzet

oldaldnak kerek g- része.

Repiil a nehéz k&, mi tudjuk hol all meg, mert a differencidlhdnyados
pontosan megérzi: hol az elhajitott test pdlydjidnak a legmagasabb pontja.
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Se szeri, se szdma az alkalmazasoknak.

Vizsgaljunk meg egy olyan esetet, amikor a fiiggvény gérbéje nem olyan
jo ismeré&siink, mint a parabola. Egészen az elébbi médon, a kiilénbségi hi-
nyadosokat vizsgilva, meg lehet dllapftani, hogy az

y =x°

egyenlettel megadott fiiggvény birmely pontjiban az érinté emelkedése 3-szor
annyi, mint a széban forgd pont x koordinitijinak a négyzete, azaz e fiiggvény
differencislhdnyadosa:
3x?,

Mit lehet ebbdl kiolvasni?

Hogy valamib8l kiindulhassunk, itt is magibdl a fiiggvénybdl olvassuk
ki, hogy

ha x = 0, akkor y = 0% =0,

tehdt ez a gorbe is dtmegy a 0 ponton.

Most mdr hallgassuk meg a differencilhidnyadost.

Ezen most az a felt(nd, hogy x a négyzeten szerepel benne (az & sajat
képe parabola). EbbS| két kdvetkeztetést is levonhatunk: az egyik az, hogy
az y = x3 fliggvény gorbéjén mdr szé sincs az emelkedés egyenletes néveke-
désérdl, hanem amint a 0 ponttdl tévolodunk, egyre rohamosabban né a me-
redekség; a misik az, hogy akdr pozitlv, akdr negatlv x koordinitakat néziink,
x? mindenesetre pozitlv lesz, tehit az érintd - és vele egyiitt a gérbe ~ a
0 ponttdl balra is, jobbra is emelkedik. Minthogy a gérbe 4&tmegy a 0 ponton,
ez el6tt csak gy emelkedhetett, ha Iddig 0-ndl mélyebben vonult, az x tengely
alatt. A 0 pont utdn e magasség f6lé emelkedik a gérbe, tehdt a O ponton 4t-
szeli az x tengelyt. Azonban,

ha x = 0, akkor 3x2 =3.02 —= 3.0 =0,

tehdt a 0 pontban 0 az érinté emelkedése, azaz itt vizszintes az érinté. A 0
ponton dtmend vizszintes ismét maga az x tengely. Az x tengely tehdt érinti
is a gorbénket ugyanott, ahol dtszeli: a 0 pontban. Ehhez k&zeledve balrdl
egyre lanyhdbb az emelkedés, itt egy pillanatra megpihen a gérbe, majd (j
erdre kapva ismét emelkednl kezd, el8bb csak lassan, majd mind merészeb-
ben.
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Mindezek alapjin a kévetkezd kép alakul ki benniink a gérbérél:

Y
(o) x
Most dbrazoljuk az
p=x
fiiggvényt.
Hax = 0,akkory= 0= 0
Hax = 1,akkory= 13= 1
Hax = 2,akkory= 2= 8
Ha x = —1, akkor y = (—1)® = —1
Ha x = —2, akkor y = (—2)% = —8,
és néhdny kozbiilsd helyen:
3 5B
Hax = 1,akkory= 1] =w=-1
2 A Y] 2.2.2 8
3
Hax=-—1.akkor)r=(—1—]= -~
2 2 8
3 q.
Ha x = -1. akkory = J] SHL = )
4 4 4.4.4 64

1—4£brizoléséra pedig mér egy ceruzéval tett pont is tllsdgosan magas volna;
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rajzunkon az a latszat, hogy mdr itt az x tengelyhez simul a gorbe (a differen-
cidlhdnyados finomabb vizsgilata ezt az erésebb simulst is elarulja).
Tehidt a

0, ]2. 1, 2 pontokban sorra
0, 1 1, 8
8
egységet felfelé, és a
—1. —1, —2 pontokban
2
-1. —1, —8
8
egységet lefelé kell mérniink:
y
8
2 13| /)
Lalfo[§1 2 x
-a;
I

Ez csakugyan az a kép, amelyet a differencidlhdnyados el6re megérzett. A koz-
biilsd helyeken sem lehet a legkisebb kilengés sem, mert a differencidlhinya-
dos azt is eldrulta volna. Es természetesen nemcsak a hozzivetdleges képet
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érzi meg, hanem minden pontban teljes pontossiggal kitapintja a gérbe iré-
nyat.

Nem csoda, hogy a matematikusok sorra meghatdrozték a széba |&hetd
figgvények differencidlhinyadosait, és annyit dolgoztak ezekkel, hogy oda-
vissza konyv nélkiil fajjadk valamennyit.

Ha pedig a fizikus fordul egy fiiggvényért 2 matematika kelléktirshoz, a
matematikus a fiiggvénnyel egyiitt tnydjtja a differencidlhdnyadost is, mintegy
pontos haszndlati utasitds gyandnt.

17. SOK KICS| SOKRA MEGY

M4r annyi szorzassal volt dolgunk az életben, hogy az egyszeregyet be-
téve tudjuk oda-vissza, és igy a forditott mdveletben Is egy pillanat alatt réis-
meriink arra, hogy 5 volt az a szdm, amelyet 4-gyel szorozva 20-at kaptunk
eredményiil. A matematikus a hasznélatos fiiggvények differencidlhinyadosait
Is oda-vissza fijja, teh4t ezeket is azonnal felismeri, ha a szeme elé keriilnek.
Ha valaki a 2x fiiggvényr8l beszél, most mér nekiink is okvetlen esziinkbe fog
Jutni, hogy ez a 2x valahonnan ismer&s: honnan is? - igen, ez volt az y = x*
fiiggvény differencidlhinyadosa. Itt is beszélhetiink tehit a mdvelet megfor-
ditisardl: ha adva van egy fiiggvény, kérdezhet]iik, hogy van-e olyan fiigg-
vény, amelynek éppen 6 a differencidlhinyadosa, és ha van, hit melyik az. Ha
van, ezt az 6 ,,integréljanak” nevezik, példdul 2x integriljaazy = x*fiiggvény.
Itt is vannak foghsok, mint az egyenletek megolddsdban, amelyek segitségével
kozelebb lehet hozni a kitaldlishoz a keresett fiiggvényt, ha nem ismeriink rd
azonnal. Legyen példiul x? a megadott fiiggvény. Ez nagyon emlékeztet 3x*-re,
amir8l mar tudjuk, hogy az y = x® egyenlettel megadott fliggvénynek a dif-
ferencialhinyadosa. Csakhogy a mi x?-iink — barmi is x — éppen a harmadrésze
a 3x2-nek. Hat akkor taldn az x? harmadrészének, az

_x
r'=3

fiiggvénynek lesz a differencidlhidnyadosa. Kénnyen be lehet bizonyitani,
hogy ez Igy is van.

De a fogisok a legtobb esetben nem segitenek; ltaldnosabb médszerre
volna sziikség. Es még egy hiba van az el8bbi kitaldlés médszerben: azt nem
irulta el a differencidlhdnyados, hogy példiul az y = x? fiiggvény gérbéje 4t-
megy a O ponton; ezt magébdl a fiiggvénybdl kellett kiolvasnunk annak ide-
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jén. Hogy gondolhatjuk akkor, hogy a differenciilhinyados egymagiban elég
a gorbe teljes rekonstrudlisihoz?

Csakugyan nem egészen elég, és ezt egy pillanat alatt beldthatjuk: toljuk
feljebb a paraboldnkat példiul 1 egységgel:

Vildgos, hogy a puszta feltoldstdl a gorbe alakja nem véltozott, a meredeksége
minden pontban ugyanaz maradt, tehét a differencidlhdnyadosa ismét a régi;
a gérbe egyenlete mégis megvéltozott, mert minden egyes pont y koordiné-
tdja 1-gyel tobb lett, tehdt az az y, ami eddig x? volt, most x? - 1-gyé nove-
kedett, és [gy a feltolt parabola egyenlete:

y =x2+41.

Pusztén az Irdny alakuldsdbél, azaz a differencidlhényadosbél még nem lehet
kitaldIni, hogy errél a fiiggvényrél van-e szé vagy a régirél, vagy azon szim-
talan fiiggvény egyikérdl, amelyek parabolink fel- és letologatisdval jonnek
lécre. Ennyiben tehdt még hatdrozatlan a feladatunk.

De ha csak egyetlen pontjit megadjuk a keresett gérbének, méir hatro-
zottd vélik: ha példdul , kezd&érték’ gyandnt azt mondjuk, hogy a gérbének
it kell mennie a0 ponton, akkor ez az adott differencidlhinyados mellett csakis
az eredeti paraboldnk lehet. Ez ki fog deriilni a tovdbbiakbél.

Az 4italinos médszert a parabolin mutatom be: tegyiik fel, hogy nem is-
mertiink rd a 2x fiiggvény integréljira. Keressiik azt a gérbét, amelyré| csak
annyit tudunk, hogy dtmegy a 0 ponton,és érintdjének emelkedése barmely
pontban 2x.

Itt is rajzzal kezd)iik, de a célunk egy preciziés médszer ellesése.
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Osszuk fel az x tengelyt el8szér egységnyi kozokre, és az osztépontokban
huzzunk fiiggdlegeseket az egyelre ismeretlen y koordindték szdmdra:

| ¥

Csak az x — 0 pontban tudjuk, hogy itt y is 0; itt kezdjik megrajzolni -
persze még csak kozelitden —a gorbét.

A rajz alapgondolata az, hogy az érinté egy kis darabon hozzdsimul a
gorbéhez, tehdt az érintési ponttol egy kis tivolsdgban még j6l helyettesitheti
a gorbét. En most két-két fiiggdleges kozét tekintem ilyen kis tivolsignak.
Tehit eldszér is megrajzolom a 0 ponthoz tartozé érintdt és felteszem, hogy
ez jobbra egészen a +1, balra egészen a—1 pontban hizott fiiggSlegesig rep-
rezentdlja keresett gorbénket. Ahova igy eljutottam, azt a két pontot tekin-
tem a gorbe x = --1-hez, illetve x = —1-hez tartozé pontjénak, s megrajzo-
lom bel&lik kiindulva a megfeleld érintdket, egészen a kovetkezd fiiggdleges
vonalig. Az fgy nyert pontokat a gérbe x = +2-hz, illetve x = —2-héz tar-
tozé pontfainak tekintem, megrajzolom az e pontokhoz tartozé érintdket a
kovetkezd fiiggdlegesig s. I. t. Az érintSket természetesen mindig a megadott
emelkedés alapjén rajzolom meg; az x = 0 pontban ez

2x =2.0 =0,
az x = 1 pontban
2X=21°=2

és tudjuk, hogy a 2x szorzatfiiggvény egyenletesen ndvekszik, tehdt az ezutdn
egyenld kézékben kovetkezd pontokban mindig 2-vel tobb, azaz sorra 4, 6,
8, ... az emelkedés, hasonléan 0-tdl bal felé sorra —2, —4, —6, . . . Eszerint
az érinté emelkedése a

0, 1,12, | —1,1 —2 pontokban sorra:
0. 2, 4 =2, —4
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Persze azt is tudjuk, hogy pl. 2 emelkedés, azaz 1% emelkedés azt jelenti, hogy

jobbra 1, folfelé 2 egységgel kell haladnunk, és hasonléan —2 emelkedés azt,
hogy balra kell megtenniink 1 egységet és folfelé ugyancsak 2-t. Tehdt pl. a
+1 és a —1 pontban ugyanannyit mériink folfelé, ez mutatja, hogy a rajz
szimmetrikus lesz; elég a jobb felét pontosan megrajzolnunk,a bal felét egy-
szer(ien 4tmasolhatjuk.

Ezek utdn hozzéfoghatunk a rajzoldshoz. A 0 pontban a 0 emelkedés azt
jelenti, hogy vizszintes az (t, tehdt vizszintesen megyiink az 1 pontig, ott

2 4
1= 1—emelkedéssel haladunk tovdbb a kovetkezd fiiggblegesig, innen 4= :

emeclkedésd Gt visz tovabb:

— e — —— —
£~

L

A
12
|
bl
2

=¥ = =8 1

LT
»

Igy még meglehet8sen nyers képe alakul ki a parabolénak.

Ellendrizziik szdmltdssal is az eredményiink pontosségdt. Szorltkozzunk
az x = 3 pontra; szdmitsuk ki, hogy miaz y = x? gérbének az y koordinétéja
e pontban:

hax = 3,skkory=3'=9,

Persze most még nem szabad tudnunk, hogy az y = x* fliggvényrdl van
526, de mert titokban mégis tudjuk, ez lehet szimunkra a mérték: azt fogjuk
megnézni, hogy a mi darabos gérbénknek az x = 3 ponthoz tartozé koordiné-
tija mennyiben tér el ettél a 9-t6l.

A rajz mutatja, hogy vonalunk széban forgd y koordinitéjdhoz fokozato-
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san emelkedtiink fel Ggy, hogy amig a 0 pontbdl ide jutottunk, minden dtba-
es8 emelkedés Ssszetev8dote; tehée itt

y=04+24+4=6=9—3,
és 3 egység még elég nagy eltérés. Sdritsiik az osztpontokat: hizzunk most

15 egységnyl koézdkben fliggleges vonalakat:

a)
b1y 2283 x

Az érinté emelkedése a 0 pontban Ismét 0 (ez az érintS vizszintes); azx = %

pontban:

=

és az egyenlé kozokben egyenletesen novekszik az emelkedés, tehit most
mindig 1-gyel lesz nagyobb az egymiést kovetS osztépontokban:

Az érintd emelkedése a
0, 1,11, 1. ninl
12 2112, 2

0, 1, 2, 3, 4 5 -1, _—2. —3, —4, —5.

Még valamit meg kell gondolnunk, miel8tt a rajzolishoz hozzifoghat-

1’._1'1_11|_2.\_21 pontban
2

2 sorra

2,

nénk: a 0 pontban 0 az emelkedés, innen vizszintesen kell menniink az ;—lpont-

ba, iddig rendben van a dolog. De az :‘2 pontban 1 az emelkedés, azaz :— ,Innen

tehdt 1 egységgel kellene jobbra haladnunk, és 1-gyel félfelé. Marpedig nem
azért hiztunk félegységenként fiiggblegeseket, hogy most megint egy egész
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egységgel menjiink jobb felé. Csak azt keil meggondolnunk, hogy ha egy vasiti

toltés emelkedése :

,2zaz 1 métert vizszintesen téve meg mellette, 1 méterrel

1
keriil folénk, akkor 5 métert haladva mellette, még csak : méterrelleszfolét-
2

tink:

Bl

Ugyanigy igaza2 '=;2 emelkedés( téltésre, hogy nem1, hanem -;. métert téve

meg mellette, még nem 2, csak 1 méterrel emelkedik félénk:

Ha tehét félegységenként haladunk tovébb, akkor az imént kiszémitott emel-
kedéseknek mindig a felét kell megtenniink folfelé, gy példdul 0-tdl jobb felé

haladva a
0. l '
2
0| 1|
6 Lla=l
2 2

egyseget.

1, 4

2
2 3.
1oy, L4
2 277 2

1
2 2— pontokban
2
4, 5 helyett sorra
1—-4:.-2, 1—-5-—21
2 2 2
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Most mar semml akaddlya sincs annak, hogy elkészitsiik a rajzot:

4

e

('

N[ L

—-n__
L

ol L 11223

Ez mir majdnem paraboldvd litszik kisimulni, csak az x tengellyel valé

dsszesimuldst Jelzi még thlzottan.

Szamitsuk ki ismét az x — 3 ponthoz tartozé y koordinéta értékét. Ez itt

nem magukbdl az emelkedésekbdl tevédik dssze 0-tdl 3-ig, csak ezeknek %-

szereseibdl; jobb ezeket a mir kiszdmitott

1 1
or il' 1. 15’ 21
helyett ismét
1 1 1 1 1
2% M gk gk g4

alakban frni, tehét itt
1 1 1

1 1
el Bl et S L R S K
=3 2. Ty 2" T2

-0 = 0, ezt elhagyhatjuk.

~ |-

1
2
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Ha minden tagot %-szer kell venni, egyszer(ibb el6bb &sszeadni &ket és

csak az eredmény felét venni:

y=0+2+3 +4-|-5)-;. :
Igy 2 zirdjelben csak egész szimokat kell &sszeadni, st ezeket is lehet gye-
sebben, az én Zsuzsi tanitvinyom médjin: a ,kozepiiket”, a 3-at vehet|iik
ehelyett 5-sz6r, ez 15-6t ad, és ezt kell még ;-szer venni, Igy 125— lesz; ha még
3-at adndnk a 15-h6z, a 9-cel oszthaté 18 szim lenne beléle, tehdt végiil is
_15 _18 3 3

o .

7 3 2 2

Az elobbi gorbe megfeleld y koordinitdja még 3 egészben kiilénbozste 9-t8l,

ez mar csak - -ben.

Amig a darabos gorbéink lassanként kisimulnak - ami persze gyarlé esz-
kozeink miatt csak nagyon hozzivetSleges eredményt adhat —, melléktermék-
ként egy birmeddig finomithaté szdmoldsi eljérast is kapunk a keziinkbe az

x = 3 ponthoz tartozé y koordindta kiszdmitdsdra. Viligos, hogy ha }egy-

ségenként folytatjuk a felosztdst, akkor az emelkedés a 0 pontban ismét 0,

8L Ki— y pontban
Ix=172. Y- 5 yegyszer(sitve J
4 4

lesz, és az egyenld kozékben mindig ;-del novekszik, tehdt ekkor a 0 ponttdl

kezdve
az érintd emelkedése a

110 8 4t L 53 falad |51 [63
0=yl i=raf=u (bl i1 1=012[2-,12-,12 b
.'_'_"_u___“__l 4| | 4 4 ! | .4 “ 2-_ ” pontban
g1 2 3435 5 78 9 1M

|1: 2! 2|2|2| 2? 2'2’2' 2‘ 2
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és itt negyedegységenként akarunk jobbra haladni, tehit mindezeknek a ne-
gyedrészét kell csak megtenni az egyes pontokban félfelé, mert ha egy emel-
kedd toltés mellett negyedakkora utat tesziink meg vizszintesen, csak ne-
gyedannyival emelkedik is félénk. Ezekbél a negyedrészekbé| tevédik dssze
a mi y-unk, mig az x = 3 pontba jutunk:

- T,
1.2+1-3+1.1+ e __.+1_7+1_.
4 2 42 42472 " 4%
2 .11, 11

e e g
r A B (Al b

8
3 +
1

=
14 .0 persze 0 és elhagyhatd.

1
Itt minden egyes tagot 4-szer kell venni, azaz tulajdonképpen osztani

kell 4-gyel,s ezenkiviil még egy 2-vel valé osztist is jelez mindegyikiik neve-
z8je. Mir tudjuk, hogy ha valamit 4-gyel és azutin 2-vel osztunk, ugyanannyit
kapunk, mintha egyszerre 4.2 - 8-cal osztandk; azonkiviil lehet az osztandd-
kat el6bb &sszeadni és csak az eredményt osztani 8-cal. Tehit

Vil 2l 4+s+6+7+s+9+1o+11).;.

llyen sok tag esetén midr igazin nagyszeri, hogy Zsuzsi médszere 3ll a ren-
delkezésiinkre: csak az osszeaddsban szerepl8 szdmok kdzépséjét, a 6-ot kell

11-szer venniink; ez 66-ot ad, és B-cal osztva  -ot. 66-hoz még é-ot kellene

adni, hogy a 9-cel oszthaté 72 szimhoz jussunk, tehit
=66=7'1__6 Ay 6

: még egyszerdsithetd 2-vel, tehit
3
= 9 —_ ;
4 4

e finomitdsban mar csak i hidnyzik 9-bél.

Ehhez az eredményhez mar rajz nélkiil jutottunk, de mégisarragondolva,
hogy mit tennénk, ha rajzolndnk. Folytatni mdr minden rajzra valé gondolds
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nélkil is lehet. A kdvetkezd lépés a 0-tdl 3-ig terjedd tivolsig nyolcadrészekre
osztdsa volna; az osztépontokban sorra

x=12: 1 = E= 1
8 8 4
lépésekkel ndvekedne az emelkedés, tehit e pontokban az emelkedés
1. 2 3 4 §

L] » ] L ] ’

47 4 4 4 4

volna; ezeket a szdmokat kellene sorra a kézok %—hosszﬂségéval szorozni és

osszeadnl az x = 3 pontig. Az eredmény

3
— 9 e
e
volna és kénnyen be lehet létni, hogy ez igy folytatédik akirmeddig. A
s 203 3
2 4 8

sorozat pedig 0-hoz konvergdl (ha 3 tortdt mind tébb és tobb ember kozt
osztanak fel, egyre elenyész8bb nagységi darab jut egyre), tehit teljes pontos-
sdggal 9 az a szém, amelyet a mi egyre jobban kisimulé gérbéink x = 3-hoz
tartozé y koordinitdi mind pontosabban megkézelitenek; 9, azaz 3%: az
y = x*fliggvénynek az x = 3 pontban felvett értéke.

Ugyanigy lehet bebizonyltani, hogy gérbéink y koordinitdi az x =1
pontban 1 = 1%-hez, az x = 2 pontban 4 = 22-hez, az x = 4 pontban 16 =
= 4%-hez, dltaldban bdrmely pontban a széban forgd pont x koordinitéjénak
négyzetéhez, x®-hez konvergélnak, a mi darabos gérbéink tehit az

S

paraboldvé simulnak ki. Vagy fiiggvény-nyelven: hacsak egyetlen kezd8érték
is adva volt, a
2x

figgvénybdl rekonstrudlni lehetett azt a fiiggvényt, amelynek & a differenciél-
hényadosa.

Kézben pedig szert tettiink a keresett precfziés médszerre: a megadott
ponttél a vizsgélt pontig (ndlunk 0-tél 3-ig) kézdkre kell osztani az x tengelyt,
a kozok hosszlsdgit megszorozni az adott fiiggvénynek az osztépontokban
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felvett értékeivel, és mindezt ésszeadni. Igy Gn. , integrilkézelits Ssszegeket”
kapunk; ha egyre jobban s@ritjik a felosztést, ezek az integral értékéhez kon-
vergélnak a vizsgélt pontban. Be kell vallanom, hogy ez a legtébb esetben sok
vesz&dséggel jar; hiba, a forditott mdveletek keserves mdveletek.

A kozelitd dsszegeket teriiletekkel is szemléltethet]iik.

Hiszen birmely kézelitd &sszeg minden tagja egy-egy szorzat: a kéz
hosszdsigit szorozzuk az adott figgvény egy-egy értékével. Mirpedig azt
tudjuk, hogy szorzatot szemléltethetiink egy olyan téglalap teriiletével, amely-
nek két szomszédos oldala akkora, mint a két tényez8. Igy a kozelitd Ssszeg
minden egyes tagja egy-egy téglalapot ad; az egész Gsszeget szemléltethetjik
Ggy, hogy ezeket a téglalapokat szépen egymés mellé rakjuk.

Probéljuk csak: az elsd Gsszegiink

04244

volt; itt nem ldtszanak a szorzatok, de ekkor 1 egység volt a kdz6k hosszasiga,
tehdt frjuk ezt az Gsszeget ilyen alakban:

1.0 +1.2 414
Most mér dbrizolhatjuk:

1y

(1-0 vehetd a 0-tol 1-ig terjedd hosszlsdgl és O magassdgu téglalapnak, ez
persze csak egy vizszintes vonaldarab.)
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Misodik kozelltd osszegiink ez volt:

1 1 1 1 1 1

-0 4= +—+24—+3 +—-+44+-.5.

2 € 2 i 2 +2 - 2 +2

Ennek a képe:

1
Enieg)’ségekkel lehet kénnyen ébrézolni; a

szimok kifrdsira mir nincs is hely, csak raj-
zolok:

| ¥

¥ 7 [.:_.‘,’
/A3

N

T

L |
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Lithatd, hogy e lépcsds idomok egyre jobban és jobban k&zelitik meg
egy derékszégld héromszdg teriiletét; arra a hdromszégre célzok, amely a
szaggatottan rajzolt egyenes ald esik minden 4brankban. Ugyanis minden 4b-
raban ugyanaz az egyenes szerepel: az els6 rajzrél még |6l leolvashatd, hogy
az emelkedése
2:1,

és konnyen uténajérhatunk, hogy ennyi a mésik két rajzon is. Nemrégen kér-
tem, hogy tessék rdismerni: a 0 ponton dtmené 2 :1 emelkedés( egyenes
az volt, amelynek egyenlete gy szélt:

y = 2x,

De hiszen ez éppen a megadott fiiggvényiink! Annak a képe ez az egyenes.
Tehét a kozel(t8 Ssszegek éppen az adott fiiggvény képe ald esd teriiletet ké-
zelltik meg egyre pontosabban. De kir, hogy ezt nem tudtuk el8re, hiszen
egy derékszégd hiromszég terliletét nagyon kénny( kiszdmitani! — csak a
befogdkat kell szorozni egymdssal és az eredmény felét venni. A vizszintes
befogd a vizsgilt x = 3 pontig terjedd darab, tehdt 3 egység, a fiiggdlegest
szdmltsuk ki:
ha x = 3, akkor y =2x =2.3 =6,

tehdt 2 mésodik befogé 6 egység:

y

' 6
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ennélfogva a haromszdg teriilete:

=9

36_18
2 2

egység, és er valoban megegyezik az elébbi firadsigos dton nyert ered-
ménnyel.

Igy j6het a teriiletszimitds az integrdlszdmitds segitségére. Mert ez nem
volt véletlenség: hacsak nem valami nagyon vad fiiggvényrél van szé, mint
amilyen a sziintelenll 0 és 1 kézt ugrdlé Dirichlet-féle figgvény (amikor is
az integril-kozelltd osszegeknek esziik dgdban sincs konvergdlni), mondom,
normélisabb fiiggvény esetén a kézelitd dsszegek mindig ilyen lépcs8s teri-
letekkel dbrdzolhaték:

— 0z adoft
fuggveny
gorbeje

X

kezddpont vizsgait pont

és ezek a csokolddé-példa pontossagaval kozelitik meg az adott fiiggvény
gorbéje ald esé teriiletet, a kezdSponttdl a vizsgélt pontig, ha a felosztést
hatartalanul sdritjik. Tehdt goérbe alatti teriilet és integrdl: ugyanaz a foga-
lom, két fogalmazasban.

Megforditva azonban a teriiletszamitds még sokkal tébbet készénhet az
integralszamitdsnak.

Derékszogii hiromszg teriiletét ki tudjuk szdmitani és tudjuk, hogy
minden mds hidromszdg deréksz6gl hiromszégekre, minden sokszég pedig
haromszégekre bonthato. Tehat egyenesekkel hatarolt idomok teriiletét ki-
szdmitani nem probléma. Mar (gy-ahogy beletorédtiink abba is, hogy a kér
teriiletét ki lehet szamitani egyre sirGbben belezsifolt hiromszégek seglit-
ségével. De hogyan lehet kiszamitani dltaldban egy gorbevonal hatdrolta teri-
letet?
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llyen teriileteket egyenesekkel felszabdalhatunk Ggy, hogy egy-egy dara-
bot az egyenes oldaléval rifektethessiink az x tengelyre:

N
S

N
3

Az egyes részletek teriiletée kiilon szdmitjuk ki,egy ilyen gérbe alatti teriilet
kiszdmitdsa pedig mar integralszdmitési feladat. Megeshetik, hogy éppen kény-
nyen kitaldlhatd integrillal van itt dolgunk,és akkor egy pillanat alatt meg-
mondhatjuk, hogy mekkora a teriilet.

Példdul mér kitaldltuk, hogy x* integrilja az

7=3

fiiggvény, helyesebben a sok lehetséges fiiggvény kéziil ez mér az, amely a
0 ponton megy dt, mert

3 3
hax =0, akkorx— =0— =4,
3 3

Ebbél egy pillanat alatt kiszémithatjuk az
y =x*

egyenletd parabola alatti teriiletet. Péld4ul az x = 1 pontig ez annyi, mint az
Integral értéke az x = 1 helyen, vagyis

Pl teriiletegység
3 3 '
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Tehat a bevonalkdzott teriilet, amely nyilvan csak egy részét foglalja el

az egységnyi négyzetnek, ennek pontosan az ; részével egyenld:

Ugyan kit érdekel az, hogy mekkora teriilet esik a parabolan kiviil? Ez lehet
érdektelen kérdés, de egy pillanat alatt kiszamithatd beléle a parabola szérai

S ; ; ik ; g 1
kozé esé teriilet is barmilyen magassdgig. Példdul, ha az iménti négyzet _része
3

van kiviil, akkor i része belil esik; ha ehhez még a baloldali tiikérképét is

hozzivessziik, azt kapjuk, hogy a kévetkezé rajzon bevonalkdzott teriilet

22_4__3%_1_ 1 -
3 3 3 3 13egyseg.
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Még egyszer fel szeretném hivni a figyelmet a sok kicsi téglalapra, ame-
lyekkel a teriiletet megkdzelltettiik:

Amint a felosztist sdritjik, téglalapjaink egyre keskenyebbekké vilnak;
minden egyes téglalapnak sziikségképpen 0-hoz konvergil a teriilete, a sokat
elcsépelt sokfelé osztott torta értelmében. Es ezek a 0 felé keskenyiils csikok
egyiittvéve mégis valami 0-tol kiilénb6z8 hatdrozott teriiletet kdzelitenek
meg, ennek még csak kicsinek sem kell lennie: az itt tdrgyalt hiromszdg te-
riilete példdul 9 egység volt. Igen, mert amilyen mértékben elvékonyodnak,
ugyanolyan mértékben sokasodnak is a téglalapok, és a sok kicsi sokra megy.
Leheletnyl homokrétegek egymdsra rakédésa a piramisokat is betemeti id&-
vel; sok kicsi ember gondol valamit és egyszercsak nagyot fordul a vildg. Az
apré hatdsok ,,integralédnak”.
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18. ES MEGIS SOKFELE A MATEMATIKA

Alig van ismertebb matematikus, akivel egyszer meg ne tértént volna,
hogy valami titokzatos idegen egy hosszabb-révidebb frésnilvet nydjtott 4t
neki legféltettebb kincseként, és ebben a kér négyszdgesités. volt ,,megvalé-
sftva', Mirél Is van Itt sz6?

Ha valakl ezt mondja: ,,Ismertem egy derékszégll hiromszég két befo-
go]at és ezekb8| megszerkesztettem a hiromszéget” - akkor régtdn felmerdil
a kérdés: ,,Milyen eszkdzoket hasznaltdl?"” Tegyik fel, hogy & az lizletben
kaphatd, fabél valé ,,derékszégl hdromszoget" :

hasznélta, ennek az oldalai mentén hizta végig a ceruzdjét. Hit az ilyen gyart-
manyok tokéletességében nem nagyon lehet biznl. ,,Forditsd csak meg ezt a
fahdromszoget a vele rajzolt derékszég mellett és igy hizzal mellette egye-
neseket!" A legtobbszor ilyen siralmas lesz az eredmény:

a fahromszdg bizony nem pontosan derékszég(.

Mér a régi goérogok nagy gonddal valasztottdk meg a szerkesztésben fel-
hasznalhaté eszkézéket. A vonalzét csak arra engedték haszndini, hogy egyet-
len egyenes vonalat hizzanak mellette (arra mér nem, hogy derékszéget); bar
ez is megalkuvis, a vonalzd élét sem igen sikeriil teljesen egyenesre gyirtani.
Kért mar sokkal pontosabb eszkézzel rajzolhatunk: nem valami kész fakér
mentén kell a ceruzankat végighdzni, hanem a kérzével mi magunk alakitjuk
a kért; ha nem laza a kapesolat a kérzd két szdra kozt, akkor az egyik szar
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hegyes végét szilirdan leszirva egy pontba, a miasik szar ceruzds vige cuak-
ugyan dllandé tévolsdgban mozog ettdl a szilird ponttol és igy igazi kort ir le:

”’gggf,’ seilard portl

Mas eszkdzt aztdin mar nem is engedtek haszndlni a régi gorogok geo-
metriai szerkesztéseikben; és persze annil megbizhatobbnak bizonyult egy
szerkesztés, minél inkdbb tdmaszkodott a korzére, minél ritkibban kellett
kézben a vonalzéhoz nydlni. Evszizadokkal késébb kiderilt, hogy a vonalzd
teljesen nélkiilézhetd: mindazok a szerkesztések. amelyck korzé és vonalzd
segitségével elvégezhetSk, megoldhatok pusztin korzd sezitségével is; persze
korzével egyenes vonalat hizni nem lehet, ilyenkor pl. €5y négyzetet a négy
csticspontja képviseli:

+ 4
|

G

de azilyen pontokbdl is elég j6! elképzelhetjiik az dbrit,

Miazonban maradjunk most a korz8 és a vonalzé haszndlata mellett, Ter-
mészetesen felmeril a kérdés: milyen szerkesziéseket lehet pusztin e két
eszkdz felhasznalisdval elvégezni?
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Ebbe a tirgykorbe tartozik a kor négyszogesitésének probléméja is.
Adva van egy kor és afeladat: olyan négyzet szerkesztése, amelynek a teriilete
pontosan ugyanakkora, mint az adott kéré.

Mar tudjuk, hogy a kor teriiletét teljes pontossiggal meg lehet hatirozni,
hozzd egyre jobban kozeledd egyenes vonalli idomok segitségével. Ha példiul
1 egységnyi sugdrral rajzoltuk a kért, fgy egy egészen hatdrozott irraciondlis
szdmot kapunk a terilete mértékéiil; ez a szédm Igy kezd8dik:

St

és a tizedesjegyek kiszdmitisa birmeddig akadilytalanul folytathaté. Ez az
irraciondlis szdm olyan fontos szerepet jitszik a matematikdban, hogy kiilén
nevet is kapott: & a kézépiskolabol is j6l ismert

T.

Ha csakugyan ilyen pontosan ismerjiik az egységsugard kor teriiletét,
akkor persze azonnal meg tudjuk mondani, hogy melyik az a négyzet, amely-
nek ugyanekkora a teriilete. Hiszen a négyzet teriiletét Ggy szimithatjuk ki,
hogy az egyik oldalénak hosszit a masodik hatvinyra emeljiik; és van olyan
szém, amelynek masodik hatvénya z: ez az, amit |/ -vel jeldInek. Tehdt az a

négyzet, amelynek minden oldala |z, megoldja ezt a feladatot.

Csakhogy nem az volt 4m a kérdés, hogy van-e ilyen négyzet, hanem az,
hogy kérzé és vonalzoé segltségével pontosan meg lehet-e szerkeszteni.

Hogy |/ irracionilis, az még nem volna akadilya a megszerkeszthetd-
ségnek, hiszen olyan négyzetet, amelynek egyik oldala /2, mir megrajzol-
tunk egyszer, amikor a halastavat b&vitettiik kétszeresre; és az ott vézolt
gondolatot igen kénny( pontos szerkesztéssé alakitani &t. Vajon nem lehet-e

V-t is valami médon megszerkeszteni kérzével és vonalzéval?

A probilkozasok hossz( évszizadokon &t nem vezettek eredményre.
A megolddshoz végiil is az vezetett el, hogy a geometriai problémiét lefordi-
tottdk az algebra nyelvére.

Mit lehet rajzolni vonalzéval és kérzdvel? Egyeneseket és kdroket. Azt
pedig mér tudjuk, hogy az algebra nyelvén az egyenesek elséfokii, a karék
bizonyos mésodfokld egyenleteket jelentenek. Az ilyen egyenletek k&zds
megoldisaibdl épiil fel mindaz, amit korzével és vonalzéval szerkeszteni lehet.

Marmost sikeriilt bebizonyitani, hogy V7, sét maga = sem lehet meg-

olddsa nemcsak az ilyen egyenleteknek, de még birmily magasfokd egyenle-
teknek sem, hacsak bele nem csempéssziik valahogy -t az egyenletbe (példiul
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az
x—x -0

egyenletbdl, ha a x kivonandot 6sszeadanddul vissziik a jobboldalra,
X =

adédnék). Azt mondjak, hogy = nem is ,,algebrai'’ szam, hanem ,,transzcen-
dens”.

Ennélfogva bizonyos, hogy a kér négyszogesitése nem oldhatéd meg; a
matematikdnak ismét fényesen sikeriilt bebizonyitani a maga tehetetlenségét
egy feladat koriilhatirolt médon valéd megolddsaban.

Azon a felfedezésen kivil, hogy vannak ,.transzcendens” szdmok, ame-
lyek semmiféle algebrai egyenlet megoldésai kézt nem szerepelhetnek (meg
lehet mutatni, hogye = 2,71 ..., a természetes logaritmus alapszdma, ugyan-
csak ilyen, sét, hogy éltaldban az irraciondlis szimok tilnyoma része ,,transz-
cendens’), még egyet szeretnék kiemelni az elébbi gondolatmenetbdl: a
mddszertisztasigot, amire a régi gorogok annyira iigyeltek. Nem dltaldnos-
sagban volt arrdl szé, hogy valahogyan létrehozhaté-e olyan négyzet, amely-
nek teriilete egyenlé a korével ~a milt szazad végén szerkesztettek is olyan
késziiléket, amely egész mechanikusan gyartani tud egy ilyen négyzetet —,
hanem tisztdn és pontosan arrol, hogy e négyzet szerkesztése kérzével és
vonalzéval sikeriilhet-e. [gy minden matematikus szimara mar mindérékre
elddlt ez a kérdés negativ irdnyban; csak a szegény bolondok nem hiszik ezt el,
akiknek fantdzidjat izgatja a , kdrnégyszigesités’ kifejezésben rejls fantasz-
tikum.

A moédszertisztasig, a feltételek viligos megfogalmazisa okozza, hogy a
matematikusok sohasem beszélnek egymas mellé, mint mis tudoményok (izé&i
oly gyakran; minden idék és minden orszagok matematikusai pontosan meg-
értik egymés szavit, A matematikusok az érthetetlenségiikrél hirhedtek,
pedig talin senki mas nem fogalmazza meg a mondanivaléit olyan messzemené
tekintettel a masik emberre, mint éppen a matematikus. A matematika tér-
gyaihoz természetesen ugyanannyi személyes teher tapad, mint minden mas
targyhoz. Példdul ,,pont" vagy ,.egyenes’ igen kiilénboz6 lehet az egyes em-
berek elképzelésében. Kedves Kiirschik professzorunk az elsdé orajat azzal
kezdte, hogy az egyik tirsnémet e vératlan kérdéssel lepte meg: ,,Kisasszony,
latott mar pontot?” ,,Nem [dttam.” ,,Rajzolt mar pontot!” ,,Rajzoltam,
azaz'' - kapott észbe a tirsném - ,,csak akartam rajzolni, de nem sikerdilt."
(Azt hiszem, professzorunk ettél a vilasztdl szerette meg a mi évfolyamunkat
egész életére.) Aza ceruza-, vagy krétalerakdédas, amit az ember rajzol, és ami
nagyltdiiveg alatt valdsigos hegységnek ltszik, természetesen nem pont.
Mindenkinek van valami elképzelése a pontrél, ezt probilja rajzzal utdnozni.
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Az egyenesrl valo elképzelések még személyesebbek lehetnek. Hiszen az
egyenes éppen nem egyszer( vonal: kisgyerekek, primitiv emberek sohasem
rajzolnak egyenest, spontdn vonaluk gérbelv. Egyenes hizdsiéhoz mér magas-
foki &nfegyelemre van sziikség. Eppen ezért, ha a matematikus bebizonyftott
valamit pontokrél és egyenesekrdl, ezt fgy adja tudtdra a méisik embernek:
,,Nem tudom, hogy neked milyen képed van a mértani idomokrél. Az én el-
képzelésem olyan, hogy birmilyen két ponton it tudnék egyenest hizni.
Megegyezik ez a te képeddel?” Ha a vilasz igenl8, csak akkor folytatja: ,,Be-
bizony(tottam valamit, amiben a pont és az egyenes tulajdonsigai kozil nem
haszniltam fel semmi mist, mint ezt az egyet, amiben mir egyetértettiink.
Tehit most mir gondolhatsz nyugodtan a te pontjaidra és egyeneseidre, mégis
meg fogsz érteni.”

A matematika nem képzeli, hogy abszolit igazsigokat képes kimondani.
Tételei mindig ilyen ,,ha — akkor™ fogalmazdsa szerény dllitdsok. Ha csak kor-
28t és vonalzot haszndlunk, akkor a kér nem négyszégesithets. Ha pontokon
és egyeneseken ilyen ésilyen tulajdonsigi idomokat értiink, akkor igazak réluk
a kovetkezék.

lgaz, hogy az iskoldban nem ilyen tételekhez szoktunk, és az eddigi feje-
zetekben sem volt ilyen a tételek megfogalmazdsa. Aki ismeretet kézdl, az
j6l teszi, ha nem készen adja az eredményeket, hanem mintegy keletkezésiik-
ben; a keletkezés lazdban pedig nem forrnak még ki a pontos feltételek. De
a nagy alkotd korszakokat rendszerint kritikai korszakok kévetik: a matema-
tikusok visszatekintenek a befutott (tra és kibontogatjik a kész eredmények
magvat.

’ llyen nagy rendszerezé volt Euklidész, e téren az & geometriai m(ve ma-
radt a minta évszdzadokon it. El§szér felsorolja az alapfogalmakat és a réjuk
vonatkozé alapfeltételeket (ezeket nevezik maig is axidmaknak); csak annak
szélnak az ezutdn kévetkezd bizonyitdsok, akinek olyan elképzelése van pon-
tokrél, egyenesekrdl, sikokrél, hogy a rajuk vonatkozé axiémékat igaznak
fogadja el. Eppen ezért igen nagy gonddal &sszevilogatott axiémik ezek,
megannyi olyan 4llitds, amiben minden ember szemlélete megegyezik; példaul
kozoéttiik van az is, hogy ha adva van két pont, ezeken 4t mindig hdzhatunk
egyenest, éspedig csakis egyet:
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A mi kétezer éves, és ezalatt mindéssze egyetlen axidma kériil tdmadt vita.
Ez a hires pirhuzamossdgi axiéma: hogy egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvd

ponton 4t egyetlen olyan egyenest lehet hdzni, amely 8t nem metszl, barmilyen
messze sem:

ez az, amelyiket pirhuzamosnak mondanak vele. Erre még visszatérek.

El&bb azonban az axiomatikus tdrgyaldsnak egy misik lehetéségére sze-
retnék rdmutatni: ha a tételek bizonyitisa olyan, hogy kozben bérki szabad-
jdra engedheti a fantdzidjit a pontok, egyenesek, sikok elképzelésében, azzal
az egyetlen kikotéssel, hogy az axiomikban rejld feltételeket teljesitik ezek az
idomok, akkor még csak az sem fontos, hogy egyéltalén valamilyen értelemben
is pontok, egyenesek, sikok legyenek azok a tirgyak, amelyekre az illetd
gondol; hiszen megeshetik, hogy mas targyak is teljesitik az axiémdk feltéte-
leit, és akkor a bizonyftis ezekrdl 2 més targyakrol mond ki valami ugyancsak
helyt4llé tételt. Ez olyan ,,egyet mondok, kettd lesz beldle”, amilyennel mir
talilkoztunk, amikor a ,,dualitdsrél” volt sz6: az ott szerepld tételek igazak
maradninak akkor is, ha volna olyan csavaros fantdzidjd ember, aki egyenesen
pontot ért és ponton egyenest. (Tessék visszaemlékezni az ott felhozott pél-
dira: hirom pont egy hdromszéget hatiroz meg, ha nincsenek egy egyenesen
~ hirom egyenes egy hiromszoget hatiroz meg, ha nincsenek [vagyis nem
mennek it ] egy ponton.)

Ha példéul valaki ponton csak egy adott kor belsejébe esé pontot ért
(a keriiletre esd pontokat mir nem), egyenesen pedig csak egy egyenesnek e
kér belsejébe esé darabjét érti:

még ebben a szdk l4tokord viligban is igaz lesz, hogy két ponton it (azaz a
kor bedsejébe esd két ponton dt) egyetlen egyenest (azaz a kor széléig ter-
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jedé egyenesdarabot) lehet hizni, tehdt itt is igaz lesz minden tétel, amit
pusztan ennek az axioménak a felhaszndldsdval vezetiink le pontokrol és egye-
nesekrdl.

Most térjiink vissza a pirhuzamossdgi axioméhoz. Azt hiszem, aki egy
kicsit elgondolkozott rajta, az el is fogadja, hogy csak egyetlen pérhuzamost
lehet huzni egy adott ponton 4t egy adott egyeneshez, és nem litja, hogy mi
lehet ezen problematikus. A legtébb ember szemlélete csakugyan olyan,
hogy a pirhuzamossdgi axiémét minden vita nélkil fogadja el.

Velem azonban ez tértént, amikor egy régl gimnizium elsé (a mai 5.
iltaldnosnak megfelel&) osztélydt tanitottam.

Minden tanulé kezében volt egy négyzet és el kellett mondaniok, hogy
mit figyelnek meg az oldalain. Hamarosan elhangzott a ,,pérhuzamos” szé,
hiszen ezt a szét 8k mér az életben Is hallhattak, Megkérdeztem, hogy mit
értenek parhuzamossigon. Az egylk kisliny azt mondta, hogy a pirhuzamosok
egyenld irdnydak, a masik azt, hogy mindig egyenl messze maradnak egymis-
tél, a harmadik azt, hogy nem taldlkoznak, bdrmennyire is meghosszabbitjuk
&ket. ,,Ez mind helyes"” - mondtam -~ ,,birmelyiket egyediil elfogadhatjuk a
parhuzamossig ismertetd jeléiil, a misik ketté mir kdvetkezik beldle.”
Erre feldllt az elsd padban a kis Anna, az osztély legméiyebben gondolkodd
tanuldja. ,,Nem lenne |6, ha azt fogadnok el ismertetdjeliil, hogy sohasem
taldlkoznak. Mert én el tudok képzelni két olyan egyenest, amelyek nem ma-
radnak egyenld messze egymistdl, folyton kozelednek, és mégsem taldlkoz-
nak soha, birmennyire is hosszabbitjuk meg &ket.” Rajzzal is jelezte, hogy
ilyen egyeneseket képzel:

El kellett hinnem, hogy csakugyan ilyen a szemlélete.
Tapasztalatilag uténajarni persze nem lehet ilyesminek. Ha egy nagyon
kevéssel lehajlitom a mi megszokott parhuzamosunkat:

axkor eléggé meghosszabbitva még kimutathatom a taldlkozést az adott egye-
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nessel. De ha még sokkal-sokkal kevésbé hajlitottam volna le, ha sorra;-o.
T i

10071000
birmeddig folytatva honnan tudhatom, hogy egyszercsak nem jutok-e egy
olyan kicsi lehajlishoz, amely mellett mér csakugyan nem metszi egyenesiink

az alsot? Hiszen végig nem jarhatom a végtelen sorozatot.

Példink pedig van olyan vonaira, amely egy egyeneshez éllandéan kéze-
ledik, anélkiil, hogy azt valaha Is elérné: ilyen volt a hiperbolénk birmelyik
szdra.

Nem olyan csodélatos tehét, hogy vannak emberek, akik az egyenes ké-
zeledést is el tudjdk képzelni ilyennek. Az elképzeléseinket az érzésviligunk
is irdnyftja. El tudom példdul gondolni, hogy ha valakit mér nagyon régen el-
szakitottak egy kedves hozzdtartozd)dtdl, annak a képzeletében élesen kiraj-
zolédik a hatdrtalan kézeledés képe, a taldlkozis lehet8sége nélkiil.

Barhogyan is van, Euklidész 6ta Gjra és Gjra akadtak emberek, akiknek a
szemlélete olyan volt, mint az én Anna tanftvinyomé. Egész bizonyosak nem
voltak a maguk elképzelésében, hiszen a nagy tobbség szemben 4llt veliik,
de azt mindenesetre vitattdk, hogy a pirhuzamossigi axiéma ugyanolyan
magitél értet8dd volna, mint a tobbi alapigazsig. ,,Tessék bebizonyitani,
csak olyan feltételeket haszndlva fel, amiket mi sem vitatunk; akkor majd el-
fogadjuk.”

Szédzadokon 4t prébéltdk a matematikusok a parhuzamosséigi axiémiét be-
bizonyitani a2 t&bbi axiéma segitségével, de mindhidba.

A mi Bolyai Janosunk mert elSszér nylltan dllast foglalni az ellenkezd
szemlélet mellett: ,,Azt a bizonyos parhuzamossigi axiomat nem sikeriil be-
bizonyftani, mert nem is igazsig. En igy litom: ha egy egyeneshez egy kiilsé
ponton it metszd egyenest hizok, és azt elkezdem forgatni:

. —ekkora kérlvvel fordul lefelé az egyenes, e végtelen sorozatot

"

akkor egyre tavolabb és tdvolabb fogja metszeni az adott egyenest, majd
egyszer csak elpattan téle:
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és ez az elpattand egyenes még mindig hajlik egy kicsit feléje, Persze, ha még
tovébb forgatom, még kevésbé fogja metszeni, egészen addig, amig a tilsé
oldalon nem hajlik ergsebben az alsé egyenes felé:

Tehdt a kiilsé ponton 4t két elpattand egyenes vezet, a kdzéjiik esé végtelen
sok egyenes koziil egyik sem metszi az adott egyenest, a néluk lejjebb hajlék
pedig valamennyien. — Ide korém mindenki, aki ugyanigy litja; most meg-
csindlom a mi geometridnkat!”

Bolyai tehdt a pirhuzamossagi axiéma ellenkez6jét vette fel alapfeltételiil,
minden més euklideszi axiémat megtartott, és megnézte, hogy ezekbdl a fel-
tételekb8l milyen tételek vezethetbk le a pontokrél, egyenesekrdl, sikok-
rél. Igy épiil fel a Bolyai-geometria, amiben sok minden masképp van, mint
az euklideszl geometridban; izlés dolga, hogy melyiket fogadjuk el.

Semmit sem von le Bolyal érdemébél — bér &t, szegényt, teljesen Sssze-
térte —, hogy vele egy id6ben mésok Is felfedezték e mésféle geometria lehe-
téségét. Igen gyakori jelenség ez: Ggy ltszik, mintha az idé lassanként meg-
érlelne egy-egy problémdt, és vannak, akik ezt megérzik a féld kiilénbszd
pontjain egyszerre, egyméstdl fiiggetleniil,

De valami még nincs itt rendben: hdtha mégis be lehet bizonyltani a par-
huzamosségl axiémat és akkor az egész Bolyai-geometria egy hamis feltevésen
alapul, elébb-utébb majd egy sereg ellentmondis fog kisiilni beléle?

Erre ma mér van megnyugtaté vélaszunk: Euklidész és Bolyal geometridja
megbizhatdsdg szempontjibol is egyenranglak. Ha a Bolyai-geometria
valaha is ellentmonddsra vezetne, akkor ellentmondd volna az euklideszi
geometria is.

Ugyanis egészen az euklideszi geometridn belil lehet ,,modellt” szer-
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keszteni a Bolyal-geometridra: gy, ahogyan mér az el8bb lefrtam egy szik
lirokord viligot, melynek pontjai és egyenesei mind az euklideszi geometria
egy kérének belsejébe szorulnak. Ott megmutattam, hogy e szkebb érte-
lemben vett pontok és egyenesek is teljesitik Euklidész egyik alapfeltételér;
nos hit meg lehet mutatnl, hogy valamennyi alapfeitételét teljesitik (ha az
egybevigdsig fogalmit kellden itfogalmazzuk), az egyetlen pirhuzamossigi
axiomitd| eltekintve, Erre éppen az ellenkezd dolog igaz, Bolyai alapfeltevése:

adoll egyenes

Az elpattand egyenesek azok, amelyek az adott pontbél az adott egyenes
szélsd pontjaihoz: a kor széléhez vezetnek; az ezek kdzé esd egyenesek (a
korén belul) Euklidész szerint sem metszik az adott egyenest. Bolyal axio-
méja tehdt nem mondhat ellent a t6bbi euklideszi axiémanak, mert ime e sz(k
vilagban szépen megférnek egymds mellect.

gy tehdt mar két egyenrangli geometridval taldlkozeunk, és semmi aka-
dalya sincs annak, hogy még tébbes szimban beszéljiink geometridkrol. Mert
most mar minden szemlélettél fiiggetlentil is tovabb jatszhatjuk ezt a jatékot
birmelyik axiéma helyett, amely a tébbi axiéma segitségével nem bizonyit-
haté be, felvehetjiik az ellenkezéjét és megnézhetjiik, hogy milyen tételeker
lehetne bebizonyitani ebbél az ellenkezé feltevésbél. S8t felvehetiink egészen
mds alapfeltételeket is, hiszen nem érdemes olyan nagyon ragaszkodni a szem-
Iéletbél leszdre alapfeltételekhez, ha egyszer a Bolyai-geometria megmutatta,
hogy ez milyen ingatag alap, milyen kiilénbdz6 eredményekhez vezethet, ha
két ember kozil ki-ki a maga szemléletére hallgat.

lgy éplt fel a geometridk egész sora egymis mellett. Es ez nem puszta
jaték:a maifizika éppen az ilyen elvont médon felépiilt geometridk segitségé-
vel tudja megmagyardzni a valdsag jelenségeit.

Az ember szemlélete nem megmadsithatatlan: a tudomany fejlédése is
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egyre formélja. Amikor felfedezték, hogy a Fold nem valami lapos korong,
és bele kellett térédni abba, hogy ellenldbasaink a régi elképzelés szerint
fejjel lefelé sétélnak a Foldon, oridsit fejl6dott az ember szemlélete. Ha a mai
fizika relativitdstandnak eredményei tartossd vilnak €s dtmennek a kéztudat-
ba, akkor egy idé malva mér nem lesznek olyan nagy tébbségben az euklideszi
szemléletd emberek, és a ma elvont jatéknak latsz6 geometridk valamelyike
a valosdg geometridjava vélhat.

Utéirat a negyedik dimenziérél

Még a ,,modell” széra szeretnék visszatérni: az euklideszi geometrién
beliil ,,modellt” tudtunk késziteni a Bolyai-geometria sziméra (gy, hogy az
euklideszi sik egy darabjat kériilhatdroltuk egy kérrel, &s a Bolyai-geometria
minden idoménak a kor belsejének egy-egy térgya felelt meg, a Bolyai-geo-
metria minden tételének egy-egy olyan tétel, amely a kér belsejében bizo-
nyfthaté. Két tudoményég ilyen 8sszefondddsdval mir régebben is taldlkoz-
tunk: amikor az algebriban taldltunk modellt a geometria szémdra. Hiszen a
pontoknak szamparokat, a vonalaknak kétismeretlenes egyenleteket felel-
tettiink meg, és fgy az algebrdnak egy olyan részét hatdroltuk koriil, amelyen
beliil minden geometriai idomot egy-egy algebrai tirgy, minden geometriai
tételt egy-egy algebrai tétel reprezentalt. gy algebrai Gton vezethettiink le
geometriai igazsdgokat, és megforditva is: a geometria eredményeit a gérbék-
nek megfeleld fiiggvények vizsgdlatdban hasznosithattuk.

Mindez a sfkban volt Igy, de minden tovabbi nélkiil dtvihetd a térre is:
a térben hirom szdm hatdroz meg egy pontot (ha az a bizonyos madirfészek
a réten egy fa tetején lett volna, a helyének pontos meghatdrozdsihoz még
az is hozzitartozott volna, hogy milyen magas a fa: mekkora létric kell ma-
gunkkal vinni, ha el akarjuk érni), Igy a tér idomainak hiromismeretlenes
egyenletek feleltetheték meg. A hirom ismeretlent jellhetjik x-szel, y-nal
és z-vel. Ha pl. ilyen alakd egyenlettel van dolgunk:

z = 3x + 2y,

akkor rogton lathato, hogy z értéke x megvélasztdsatdl is, y megvilasztdsitdl
is figg; ez a z Ggynevezett kétviltozos fliggvény. (Sokszor taldlkozunk ilyen-
nel az életben; példaul egy életbiztositds dfja attdl is fiigg, hogy hiny éves a
biztosftott, és attdl is, hogy mekkora 8sszegrél szél a biztositds.) Amit tehat
a tér geometriai idomairdl bizonyftunk be, az a kétvéltozds fliggvényekre hat
vissza. . :
Mirmost a térben nem kell mindent Gjra kezdeniink: a sikban kapott
tételek nagy része egyszeriien dltaldnosithaté a térre. Példaul a stkban Igy kap-
hatjuk meg egy pontnak, mondjuk a (3; 4) pontnak a tévolsagit a 0 ponttdl:
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(3,4)

9 3 ° x

e tdvolsig az dtfogdja annak a derékszogli hiromszognek, amelynek két be-
fogoja az illetd pont két koordindtdja. A Pitagorasz-tétel szerint tehat az &
négyzete egyenld e két befogd négyzetének Gsszegével, és gy & maga:

¥ 324 42

Be lehet bizonyitani, hogy példdul a hirom koordinitaval jellemzett tér-
beli (3; 4; 5) pont tévolsiga a 0 ponttol:

¥ 32 4 42 4 52,

llyen egyszerd ltalinositds vezet sokszor a sikbol a térbe, s ennek a fiigg-
vényekre is aza hatdsa, hogy egy sereg tétel az egyviltozos fiiggvényekrdl egy-
szer(ien dltaldnosithatd a kétviltozés fuggvényekre.

Mérmost 3, 4,... akdrhiny viltozés fiiggvényekkel is kerilhetink
szembe; igazdn kir, hogy a kétdimenzids sikbél dtmehettiink ugyan a hirom-
dimenzios térbe, de a hiromdimenziés térbdl nem mehetink tovibb: négy-
dimenzids teriink mar nincs. Az algebrai modell azonban megengedi, hogy
Ggy tegyunk, mintha volna: nevezziink pontnak példdul egy ilyen szimnégyest:
(3:4:5:6), és nevezziik a

V32 - 42 4 52 62
szimot e pont tivolsdginak a 0 ponttél. Dolgozzunk ezekkel a szimokkal gy,
mint a valésdgos pontoknak megfeleld hasonlé szimokkal, és nézzik meg,
hogy milyen tételek kévetkeznek ebbél a hiromvaltozos figgvényekre. Iga-
zolni lehet, hogy e fiktlv médon nyert tételek csakugyan igazak; tehat érde-
mes volt gy tenni, mintha léteznék a negyedik dimenzid is.

Hasonloan vezethetjiik be az 5, 6, ... sét végtelen dimenzids absztrakt
tereket is. A minta mindig a mi jl ismert terunk, és a cél mindig: a hasznélha-
tésdg a fiiggvények vizsgilataban,

Nem ismeretlen fogalmak ezek a mi szimunkra: a tobbdimenziés pontok
idedlis elemek, segitségiinkre jonnek egy elképzelt vilaghdl, és ismét eltin-
nek, ha akarjuk, nélkiiluk is helytdlld, biztos eredményeket hagyva hatra.
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A nagy kritikai korszakok egyik tevékenysége a kész eredmények magva-
nak kibontogatisa, a tételek feltételeinek folderitése, egyszoval: az axioma-
tizélés. Ez egyszersmind koriilhatirolja a matematika egy-egy agét: osszetar-
tozd egésznek tekintjiik mindazt, ami ugyanazon axiomék rendszerébé| vezet-
hetd le.

De amint visszatekintiink a befutott Gtra, észrevessziik, hogy itt is, ott
is felbukkannak bizonyos gondolatok; vannak fogalmak, amelyek rendszere-
zésiink kézben sem hatdrolodnak el: a matematika kiilénbozé dgaiba is bele-
jatszanak. lgy kindlkozik egy mésodik tevékenység: kiilonvilasztani és 6ndlld
vizsgilat tirgydva tenni a tobb helyiite is felléps elemeket.

Példdul emlékezziink vissza arra, hogy racionilis szimok koézt a szorzis
és az osztds —a 0 osztd esetétdl eltekintve — mindig elvégezhetd volt, és ered-
ményiil ismét raciondlis szimot adott. Tehit a raciondlis szimok ~ 0-t ki-
hagyva kéziillik — mintegy zirt csoportot alkottak a szorzds és az osztds m(ve-
letével kapcsolatban; az egész szimok mar nem viselkedtek ilyen exkluziv
modon: az osztds bizony kivezetett koziiliik.

Abban mir megegyezrek az egész szimok a raciondlis szamokkal, hogy
Ssszeadds és kivonds dolgaban zirt csoportot alkotnak — persze pozitlv és nega-
tiv egész szimokra gondolok, ezek kdrébél csakugyan nem vezetnek ki e
mveletek és még a 0-t sem kell kizdrnunk.

De nem is kell ilyen sok szim ahhoz, hogy egy miivelet és megforditdsa
tekintetében zért csoportot alkothassanak: ha csak a kdvetkezd két szamot
vessziik szemiigyre:

+1, -1,

ezeket akérhdnyszor szorozgatva és osztva egymas kozt, mindig csak -1
és —1 egyike lesz az eredmény.

s e fogalomkér nem szoritkozik a szimolisi miveletekre. Emlékezziink
csak vissza a vektorokra: azok is zdrt csoportot alkottak a maguk furcsa (és
kénnyen meg Is fordithato) 6sszeaddsaval kapesolatban; két vektor egyiittes
hatdsdnak az ered&je ismét valamilyen vektor volt:
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Ez a mivelet pedig mir csak dtvitt értelemben Ssszeadis; valdjaban itt moz-
gésok, erdk osszetételérdl van szé.

Még sokdig folytathatndm a példék felsorolisat.

E sok helyiitt felléps ,,csoport” fogalom 6ndllé vizsgilata, a ,,csoport-
elmélet” rendkiviil termékenynek bizonyult:a modern algebrinak eza magva,
és a mai fizika is felhaszndlja; a kiilonbozé geometridk pedig egyenesen egy-
egy csoport elméletének foghatok fel.

A csoportok maguk is bizonyos tulajdonsigd ,.halmazok”, és ez az a
fogalom, amivel a matematika kiilonbozé teriletein Iépten-nyomon tallko-
zunk. Szinte elkeriilhetetlen, hogy hol ponthalmazokrél, hol szimhalmazok-
rél, hol bizonyos fiiggvények halmazirél mondjunk ki valamit, amikor a mate-
matikdrdl beszéliink.

Cantor tette 6ndllé vizsgalddds targydvd ezt a fogalmat: az Ggynevezett
»halmazelmélet” az & alkotisa.

Emlékezziink vissza egy kicsit: beszéltiink példdul a raciondlis szimok
halmazarol, az ennek megfelelé ponthalmazrol a szimvonalon, és megdllapi-
tottuk, hogy e halmaz minden egyes pontja ,slr(isédési hely”. Ez nagyon
fontos fogalom a ponthalmazok elméletében: akkor neveziink egy pontot egy
halmaz sdrsodési helyének, ha még oly sziik kornyezetébe is mindig esik
valami pont a halmazbal.

Mér arra is littunk példit, hogy milyen médszerekkel dolgozik a pont-
halmazelmélet; hadd frissitsem ezt f6l egy Gjabb példan.

Az

T - 3 & 5 -
természetes szdmok végtelen sokan vannak, mégsem siirisédnek sehol:
mindig egész egységekkel Iépdelnek tovibb. De ha végtelen sok szimot egy
véges szimkozben zsifolunk Gssze, mint ahogyan az

1 1 1 1

' 3 4 5
sorozat tagjai valamennyien benne vannak a 0-tél 1-ig terjed8 szdmkdzben:

i ' M

s § 4 B

1
4 2

akkor e szamkozben biztosan van valahol slriisédési helyiik.
Ezt teljes dltaldnossdgban igy lehet bebizonyitani: tegyiik fel, hogy egy
végtelen halmaz minden pontja a 0-tél 1-ig terjedé szimkozbe esik:

0 1
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hogy hova, az mindegy. Felezziik meg ezt a szdmkaozt. Legaldbb az egyik felébe
még mindig végrelen sok pontja esik a halmaznak, mert ha mindkét felében
csak véges sokan volndnak, mondjuk, 1 millié az egyikben, 10 millié a mésik-
ban, ez &sszesen is csak 11 millié volna, tekintélyes, de véges szim, Az eldbb
felhozott példdban a szdmkoz bal felébe esik végtelen sok pont.

Most tehdt az eredeti szdmkoz helyett vegyiik szemiigyre azt a felée,
amelyben a halmaznak végtelen sok pontja van — vagy birmelyik felét, ha
mindketten ilyenek. Mondjuk, hogy ez lesz az 4] szdmkéz:

+

1

el

0

Erre tokéletesen megismételhetjiik az iménti gondolatot: ittérhetiink réla a
sajat egyik felére: egy olyan felére, amelyikben még mindig végtelen sok hal-
mazpont lesz; és ezt a felezést folytathatjuk a végtelenségig. gy egymisba
skatulydzott egyre szlikebbre zsugorodé szimkézékhoz jutunk; példinkban:

1 szamkoz

o

)

M= -—-"/

Kénnyen belathatd, hogy e szaimkozok hosszisaga 0-hoz konvergal; itt ismét a
tréfas csomaggal van dolgunk, amelynek minden burkolatén beliil egy Gjabb
burkolat van, és mindannyiuk k6zds mélyén egyetlen papirgombéc: itt is
belathatjuk, hogy egyetlen pont fog beleesni valamennyi szdmkézbe. Ez a
pont biztosan siirdsodési helye lesz a halmaznak, mert barmilyen szdk kor-
nyezetébe is beleesnek a még szlikebbre zsugorodott szdmkézeink, és ezek-
ben nem is egy, hanem végtelen sok pontja is van a halmaznak.

Most érkeztiink el a tuddsnak arra a magas fokdra, amelyen mdr arra is
megfelelhetiink: hogyan fog a matematikus oroszlant. A kisérleti fizikusok
oroszlanfogisi moédszere kozismert, hiszen ezt minden kezdd megértheti és
alkalmazhatja: a kisérleti fizikus raonti a Szahardt mindenestiil egy szitdra és
ami dtmegy, az a Szahara, ami fénnmarad, az az oroszlin. A matematikus vi-
szont modszeresen jar el, a kovetkezéképpen:
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Két esetet kell megkiilonboztetni.

1. eset: Az oroszldn nyugalomban van.

Ekkor készitsiink egy alul nyitott ketrecfélét, amelybe az oroszlén
belefér. Majd osszuk a Szahardt két egyenld részre. Legaldbb az egyikben
benne lesz az oroszl&n (ha ti. a hatdrvonalon nyugszik, akkor mind a kettd-
ben benne lesz). Most vegyiink szemiigyre egy llyen fél Szaharit. Ezt is felez-
ziik meg: legalbb az egyik felében hever az oroszlénunk. Es fgy tovébb. Eze-
ket a felezéseket folytatva, egyre sz(kiild egymaisba skatulydzott teriiletek-
hez jutunk; el&bb-utébb valamelyik teriilet mar sz(kebb lesz, mint a ketrec
alapja, és ebben is benne van az oroszldn. Helyezziik rd ketreciinket: meg-
fogtuk az oroszlént.

2. eset. Az oroszlén mozog.

Akkor ez a médszer nem alkalmazhatd.

Pont.

Ennyit a ponthalmazelméletrél.’

Olyan halmazelméleti bizony(tdsokkal is megismerkedtiink mér, amelyek
nemcsak ponthalmazokra érvényesek. Példéul az az Gsszepédrositdsi modszer,
amellyel megéllapitottuk, hogy a raciondlis szmok halmaza ugyanolyan szé-
mossdgl, mint a természetes szimoké, az irraciondlis szimok szdmossiga vi-
szont nagyobb a raclondlis szdmokénél, birmilyen més halmazokra is alkal-
mazhatd; hiszen ha |6l emlékszem, téncold fidk és ldnyok halmazarédl tértiink
it e kevésbé viddm halmazokra. Amit halmazok szimossdgirél mondunk ki,
az mind egyarint igaz lehet a tdncold pérok, a valds szdmok vagy akdr a ma-
gyar nyelven megfogalmazhaté mondatok halmazdra is. Cantor ilyen 4ltald-
nossigban foglalkozott halmazokkal. Egy sereg szép tételt bizonyitott be a
végtelen halmazok szdmossdgirdl, a véges szimfogalom e kiterjesztésérdl a
végtelenbe. Megmutatta példiul, hogy nemcsak két kiilonbdz8 szdmossig
van: a természetes szdmsoré és a valés szimoké ; nincs olyan nagy szdmosségu
halmaz, amelynél még nagyobb szdmossigi ne volna. Babits ,,a végtelen tor-
nyos épiileteinek’ nevezte e mind magasabbra tornyosuld szémossdgokat.
Es Cantor ezek kézt mdveleteket Is vezetett be: &sszeadist, szorzést, a mi
kicsi szimaink kézéttl mlveletek képméséra, Ez az igazi nagy Jaték: a Jaték a
végtelennel. Ugy ltszott, hogy ennél magasabbra mir nem haghat az emberi
szellem.

Es ekkor megingott az egész épiilet.

A matematikdban, ebben a szinte unalmasan biztosnak hitt tudomény-
ban, a mult szézad végén ellentmondisok bukkantak fel. Eppen ott, ahol a
legmagasabbra emelkedett: a halmazelméletben keriiltek napfényre a sebez-
heté pontjai.

A sok ellentmondés koziil elmondok egyet, a legkomolyabbat: az ugy-
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nevezett Russel-féle antinomiat. El6szor a koztudatba is dtment tréfés fogal-
mazésban.

A hadsereg egy szakaszdnak borbélyat fgy lehet definidlni: & az a tagja a
szakasznak, aki koteles szakasziban mindazokat borotvilni, akik egyediil nem
borotvalkoznak, de - idékimélés céljabdl ~ tilos neki azokat is borotvélni,
akik egyediil borotvalkoznak. A kérdés az, hogy ez a katona borotvilja-e on-
magat vagy sem.

Haigen, akkor & egyike azoknak, akik egyediil borotvélkoznak, s egy ilyet
tilos megborotviélnia.

Ha nem, akkor & is azok kézé tartozik, akik nem borotvilkoznak egyediil,
és aki ilyen, azt koteles megborotvalni.

Nincs mit tennie.

Persze, egy ilyen tréfiban mar a fogalmazés is pontatlan. Lissuk a komo-
lyabb példat,

Egy halmaz rendesen nem eleme énmagdnak. Példaul a természetes sza-
mok halmazénak elemei szimok és nem halmazok, igy & maga, halmaz |évén,
nem tartozhatik a sajit elemei kozé.

De az is megeshetik, hogy egy halmaz elemei k6zé haimazok is tartoznak.
Peldaul képzeljik el az dsszes lehetséges szamhalmazt, és ezek egyiittesét
tekintsiik egyetlen halmaznak. Az igy nyert halmaznak egyik eleme példiul a
természetes szamok halmaza, egy masik eleme a 10 alatti szdmoké és gy
tovabb; minden eleme egy-egy halmaz. De & maga mégsem tartozik az elemei
kozé, hiszen az & elemei csupa szdmbdl 4ll6 halmazok, 8§ maga pedig csupa
halmazbdl illé halmaz.

De ha most minden elképzelhetd halmazt fogunk &ssze egyetlen halmazza,
akkor mar példank van olyan halmazra, amely maga is az elemei k&zé tartozik.
Hiszen 6 maga is halmaz, és minden halmaznak elé kell fordulnia az elemei
kozt.

Aki Ggy érzi, hogy ezt mér firadsdgos lesz végiggondolni, az ne is gondolja
végig: nem lesz ré sziikség a tovabbiakban. Elég, ha ezt az dlldspontot foglaljuk
el: egy rendes halmazban nincsenek ilyen furcsasigok. Nevezziink tehét ,,ren-
desnek” egy halmazt, ha 6 maga nem szerepel az elemei kézt és ne torédjiink
azzal, hogy van-e mis halmaz is a vildgon. Képzeljiik el, hogy valamennyi ,,ren-
des" halmazt fogunk &ssze egyetlen nagy halmazza.

De marmost az igy nyert halmaz maga ,,rendes” lesz-e?

Ha ,,rendes', akkor & maga is, mint minden ,,rendes” halmaz, az elemei
kozé tartozik. Hopp, de hiszen ez rendellenesség!

Ha nem ,,rendes", akkor elemei kézt — hiszen azok mind ,,rendes” hal-
mazok — nem is foglalhat helyet. De hiszen ez az, amit rendesnek neveztiink!

Tehét, ha rendes, akkor rendellenes, ha rendellenes, akkor rendes;
mindenképpen ellentmonddshoz jutottunk.
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Es ezen nem lehet segiteni.

Ezt sem lehet mondani: a halmazelmélet elhamarkodottan szirnyalt
folfelé, ejtsiik el az egészet, és térjiink vissza a matematika szerényebb, de
biztosabb teriileteire. Hiszen mi tudjuk, hogy honnan szlirédott le a halmaz-
elmélet: ott bujkdlnak a gondolatai a matematika minden dgaban. Ha a hal-
mazelméletben hiba van, akkor mar semmit sem érezhetiink sebezhetetlen-
nek.

Maig sem iltek el a megrazkédtatas hullimai.

A matematikusok olyan allast foglalnak vele szemben, ahogyan emberek
altalaban tartos veszély esetén viselkedni szoktak. A legtobben gondolni sem
akarnak rd, ki-ki maga mesterségét folytatja, idegesen tiltakoznak, ha valaki
mégis szoba hozza a veszélyt.

Néhanyan pedig megprobaljik menteni a helyzetet,

Természetesen el&szér magdban a Russel-féle antindmiaban keresték a
hibat. Maga Russel is igy vélte, hogy az ebben szereplé halmaz definicioja
helytelen. ,,Circulus vitiosus' a definlcié, mert maga a definidlandé halmaz
is belejdtszik : minden ,,rendes” halmazt csak akkor foghatnink &ssze egyetlen
halmazz4, ha mar az igy keletkezd halmazrél is eldontottuk volna, hogy ren-
des-e, s Igy beveendé-e az elemek kozé.

Sajnos azonban, a matematika minden dga lépten-nyomon é| ezzel a ,cir-
culus vitiosus"-szal; mir a természetes szimok korében is szokdsos az ilyen
definfcié: ,,vegyiik szemiigyre a legkisebb olyan szimot, amelynek ilyen és
ilyen tulajdonsigai vannak". Ez a szdm is belejatszik a sajit definicidjaba: a
legkisebbet csak valamennyi ilyen tulajdonsagi szam koziil valaszthatjuk ki;
valamennyi kdzt pedig & is ott van,

A Iegradlkillsabb mentési kisérlet az Ggynevezett intuicionistdké. (Az
wintuicionizmus' elnevezés itt nem éppen szerencsés; ne kutassuk az értel-
mét.) Ez az irdny &regebb, mint az antindmidk, de az antindmiak 4j lendiletet
adtak neki. Az (] intuicionizmus Brouwer nevéhez fiizédik. O elveti az egész
addigi matematikdt, és Gj, biztosabb alapokon probilja felépiteni. Csak azt
fogadja el, amit valami médon meg is lehet konstrudlni; hiszen amit meg-
konstrudltunk, az tagadhatatlanul megvan, azt t6bbé nem tehetik antinémiak
nem létezévé. Elveti a,,puszta egzisztenciabizonyitisokat™, példiul az algebra
alaptételének régi bizonyitdsit, mert ez nem ad médot az egyenlet gydkeinek
megkonstrudlasira. Nem akar tudni ,,aktuilis végtelenrél”, hiszen egy hal-
maznak mindig csak véges sok elemét tudjuk megkonstruilni, ha ez hatir-
talanul folytathaté is. A végtelen halmaz tehdt szerinte csak ,,potencidlisan
végtelen™: mindig a keletkezés stidiumaban van, és sohasem tekinthetd be-
fejezettnek, lezirtnak.

A klasszikus matematikabdl igy csak romok maradnak fenn, és ami mégis
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megmarad, azt szinte attekinthetetleniil elkomplikédlja a tényleges konstruk-
cio véghezvitele minden egyes speciilis esetben.

Igazi mentési akcidnak csak Hilberté tekinthetd. Ennek a jelent8sége tal-
nétt a puszta veszélyelhdritdson: a matematikdnak egy (j, termékeny 4ga szii-
letett belGle. Errdl lesz szé a tovibbiakban.

20. O NALLOSUL A FORMA

Nem kell azt hinni, hogy a halmazelmélet ma is az antinémidk terhét von-
szolja magaval. Amikor itt volt az ideje (égetGen siirgéssé éppen az ellentmon-
dasok tették), hogy az eredeti ,,naiv"" halmazelméletet rendbe szedjék, az
axiomarendszerét feldllitsak, volt rid gondjuk a matematikusoknak, hogy elég
sziiken hatdroljik koriil az alapfeltételekben a halmazfogalmat. Ugy, hogy
beliil maradt mindaz, ami a halmazelméletben értékes, a bajt okozd hal-
mazok azonban kiviil rekedtek. De ez eléggé mesterséges rendszabdlynak
litszik; Poincaré hasonlataval élve, keritést vontunk a nydj kériil, hogy meg-
ovjuk a farkasoktdl, de nem tudhatjuk, hogy nem rejtézétt-e el néhdny farkas
a kerftésen beliil is. Ujabb ellentmondésok felbukkandsa ellen semmiképpen
sem vagyunk biztositva.

Korunk egyik legnagyobb matematikusa, Hilbert, életének utolsé 20
esztendejében azt a célt tiizte ki maga elé, hogy bevildgitson minden zugba.
ami az axiémék keritésén beliil esik. O is elismeri, hogy a ,circulus"-os
definfcidkkal, a,,puszta egzisztenciabizonyftdsokkal", az ,aktudlis végtelen-
nel' szemben felhozott aggodalmak jogosak, mindezekben ott rejtézhetik a
veszély. De miért dolgozunk ilyen veszélyes, véges esziinket meghaladd,
,transzfinit'’ fogalmakkal? |6 okunk van ra, és nem is fogunk kényszerité ok
nélkiil lemondani réla. Ezek teszik lehetévé, hogy nagy, atfogd elméleteket
épitsiink ki, hogy osszefiiggéseket deritsiink fel tévoli teriiletek kézétt. Jol
ravilagit erre az intuicionizmus felaprézédo, részekre széthullé matemati-
kdja. Nem akarjuk elejteni a veszélyes fogalmakat, amelyek egyetlen hatalmas
épiiletté forrasztjak 6ssze a matematikat.

A transzfinit eszkézék olyan szerepet jatszanak a logikdnkban, mint a
végtelen tivoli egyenes, vagy az ,,i" a matematikin beliil: ezeket a logika

.idedlis elemeinek” tekinthetjiik. Es tgy kell banni veliik, mint az idedlis
elemekkel bevezetni, ha hasznosnak bizonyulnak (és milyen hasznosnak bizo-
nyultak!), de gondosan megvizsgélni, hogy nem keriilhetnek-e ellentmondasba
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a régi szabadlyainkkal. Ennélfogva a feladat, ami ezen a téren még vir rink:
a transzfinit eljarasok ellentmondéds-mentességének megvizsgdldsa.

Hilbert tehat magat a matematikara alkalmazott logikit: a kévetkezteté-
seket, bizonyitasokat akarja preciz matematikai vizsgilédas tirgydva tenni.
Ennek elsd feltétele 1z, hogy megtisztitsuk Sket minden esetlegességtél, ami
a pontatlan nyelvi kifejezés mellett rajuk tapad, hogy kifejtsiik bel8liik a félre-
érthetetlen, tiszta formart.

A szamok is csak Ggy valhattak pontos viszgalodas tirgyavd, hogy nem 5
ujjrol, 5 almardl, 5 mondatrél beszéitink tobbé, hanem arrél a puszta forma-
rél, ami mindezekben kozos: ezt neveztik a szimuknak, és jeloltiik az 5-6s
jellel. Ha az allitasokat akarjuk vizsgalédasunk ald vonni, ezeknek a tartalma-
tol is el kell tekinteniink; az ilyen éllitisokban: ,,2.2 — 4", , két'ponton it
egy egyenes hizhatd", ,.a ho fehér” pusztin az érdekel minket, ami mind-
annyiukban kozos: hogy igazak, és erre is bevezethetiink egy uj jelet; pl. ezt:

¥

A 2.2 =5",  két egyenes két pontban metszi egymast’, ,,a hd fekete"
illitdsok kozos logikai értéke az, hogy mind hamisak; ennek a jele ez lehet:

b

(mint a régi rémai cirkuszban a feltartott és a lefelé fordftott hiivelykujj: az
eléz6 allitasoknak megadjuk a felmentést, az utébbiaknak nem).

A matematikaban csak olyan éllitdsok érdekelnek minket, amelyek fel-
veszik e két logikai érték egyikét (szoval: igazak vagy hamisak).

Itt tehdt egy sokkal egyszer(ibb szimtan van alakuléban, mint akar a ter-
mészetes szamoké: még a természetes szimok is végtelen sokan voltak, itt
pedig minddssze két érték szerepel.

Nagyon kénnyd lesz itt felirni a miveletek egyszeregyét.

Mert igazin szdmoldsrél van szé; logikai miveletek is lesznek: olyan
&sszekapcsoldsai az egyes dllitdisoknak, amelyekkel a matematikdban lépten-
nyomon éliink.

Hogy melyek ezek a kapcsolatok, azt igen egyszeru modon eldéntheti
birmely matematikus, hacsak nerh beszél a vilag minden kultdrnyelvén. Nem
kell mast tennie, mint elévenni egy ismeretlen nyelven frt matematikakdnyvet,
és megfigyelni, hogy milyen szavakat kénytelen kikeresni a szétarbdl olvasds
kozben. Meglepve fogja tapasztalni, hogy ha a

,.nem’, , és",  vagy", , ha, akkor", ..akkor és csak akkor",
,.minden’’, ,,van olyan", ,,az, amelyik"

kifejezéseket mar jol begyakorolta, egy idé mdlva észre sem veszi, hogy ide-
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gen nyelv{ kdnyvet olvas, folyékonyan ért mindent. Hiszen a képletek nem-
zetkoziek, a széveg csak hangsilyoz, erre nincs elkeriilhetetleniil sziikség;
a nélkiildzhetetlen logikai kapcsolatok pedig ott vannak a felsorolt néhiny
sz6cskiban,

Hogy sz6l példdul a ,,nem" szécska egyszeregye! Ez igen egyszer(: egy
igaz 4llitds tagadisa (példdul: ,,2-2 nem egyenld 4-gyel”) természetesen hamis,
egy hamis illitisé (példiul ,,2-2 nem egyenlS 5-tel”) igaz, tehdt az egész
egyszeregy ebbdl 4ll:
nem

m

t
ne }

I

t

s

A ,.nem' szécskit szokds ilyen — ugyancsak lefelé forditott ~ kampoval rovi-
diteni:

T
tehat pl.
1 (2-2=5)
a tagadédsa annak, hogy 2.2 = 5. E jeloléssel a ,,nem" egyszeregye:
iz
Ti=t.

Kénnyen felirhatjuk az ,,és"-nek megfeleld logikai mivelet egyszeregyét
is. Ha két igaz dllitdst ,,&s"-sel kapcsolunk &ssze, akkor ismét igaz allitast
kapunk, pl. ,,2-2 = 4 és két ponton it egyetlen egyenes hizhaté" ugyancsak
igaz. Tehit

&5 § =1

De ha csak az egyik is hamis a két &sszekapcsolt allitds kozil, az mar elront
mindent: ,,2-2 = 4 és 2.3 — 7" hamis 4llitds, hidba van egy igaz részlete is.
Két hamis 4llitds sszekapcsoldsa ,,és'"-sel persze anndl inkdbb hamis. Tehat
az egyszeregy gy folytatodik:

-—-
(T (D~ (D
[
—

w
Ll
-—

Es ezzel mar ki is meritettiink minden lehet&séget; ez szép véges egyszeregy.
sokkal kénnyebb, mint a szorzasé.

Hit a,,vagy" egyszeregye! Tisztiznunk kell elébb, hogy miféle,.vagy"-ra
gondolunk. Mert a nyelvi kifejezés itt mdr sokértelmi.

..Vagy bolondok vagyunk s elvesziink egy szilig,
Vagy ez a mi hitlink valdsagra vélik"




*230 1. A TISZTA ESZ ONKRITIKAJA

- az egyik bizonyosan be fog kévetkezni, de mindkettd semmi esetre: ezek
kizarjik egymdst.

»Ha a Szahardt kettéosztjuk, egyik vagy masik felében ott hever az
oroszlin' - valamelyik felében biztosan, de az is lehet, hogy mindkettében
(ha éppen a hatarvonalon nydjtozkodik).

.Vagy beszél az ember, vagy eszik” - ez a kettd kizdrja egymist, de
egyiknek sem kell okvetleniil bekévetkeznie: mdst is tehet a szajival az em-
ber, megeshetik példaul, hogy ki sem nyitja.

A matematikaban legtébbszér a masodik értelemben hasznilatos a ,,vagy
szocska, azaz, a ,,vagy'-gyal osszekapcsolt allitisok itt akkor tekinthetdk
igaznak, ha legaldbb az egyik illitis igaz, megengedve azt is, hogy mindketten
azok, csak azt zérva ki, hogy egyikiik sem az. Eszerint a ,,vagy' mivelet egy-
szeregye:

t vagy t =1
t vagy | =t
I vagy t =1
o ovagy =\

Ha mér megvan az egyszeregy, ezt tekinthetjik a ,,vagy" logikai mivelet defi-
nicidjanak, és igy ebbdl mdr kitisztultak a nyelvi esetlegességek: ezt a kapcso-
latot mir csak egyféleképpen lehet érteni. A misik két értelemben vett
,.vagy' aztin a mi ,,vagy"-unk felhasznildsaval ugyancsak precizen megfogal-
mazhaté.

Vildgos, hogy itt is vannak ,,m(veleti szabdlyok"; példiul az ,,és" mive-
letben is, a,,vagy" miveletben is felcserélhetd a két dllitds sorrendje, csaklgy
mint a tényezdk a szorzisban.

Nem akarom egészen kimeriteni ezt a tirgyat, bar a két logikai érték adta
kevés szim lehet&séget elég hamar ki lehetne merfteni.

Inkdbb arra mutatok példat: hogyan lehet itt ,,szdmtant” (zni. Példdul
tudjuk, hogy egyetlen alap hatvinyait (gy szorozhatjuk egymdssal, hogy a ki-
tevéket dsszeadjuk, ez esetben tehit aszorzast 6sszeaddsra vezethetjik vissza.
Vajon van-e ilyen Osszefliggés a logikai miveletek kozott is?

Vegyiink egy példit az annyira kedvelt detektivregények korébél. Pro-
baljuk kitalalni: ki a tettes? — a kovetkezé ténydllasbol:

Egy gyilkossdgi pernek két gyanisitottja van: Péter és Pal. Négy tanit
hallgatnak ki. Az elsé igy vall:

.En csak azt tudom, hogy Péter artatlan.”

A masodik igy:

,»Csak annyit tudok, hogy Palnak artatlannak kell lennie.”

A harmadik:

..Tudom, hogy az elsé két vallomas kozil legaldbb az egyik igaz."
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A negyedik:

. Teljes bizonyossiggal illithatom, hogy a harmadik tan( hamisan val-
lott."

Es a tények a negyedik tanit igazoljak. Hét ki a tettes?

Bontogassuk csak le, fokozatosan haladva visszafelé: a negyedik vallomas
igaznak bizonyult, tehit a harmadik tand csakugyan hamisan vallott. Szoval
nem igaz, hogy az elsé két vallomés koziil legaldbb az egyik igaz. Egyik sem
lehet igaz. Az sem, hogy Péter artatlan, az sem, hogy Pal. Tehat mindketten
gyilkosok: tettestarsak voltak.

Most himozzuk ki a gondolatmenet logikai magvit.

Hidba ismerem a vallomdsokat, a logikai értékiiket ismeretlennek kell
tekintenem, hiszen nem tudom roéluk, hogy igazak-e. Nevezziik az elsé két
tand allftdsdnak logikai értékét x-nek, illetdleg y-nak. A harmadik tanid azt
vallotta, hogy ezek koziil legaldbb az egyik igaz, vagyis — hiszen a mi ,,vagy"
miveletiink éppen ezt a ,,legalibb'-ot fe]ezi ki — hogy

X vagyy

igaz 4llitds. Ezt tagadta a negyedik tand és a tagadds jele 7, tehdt szerinte
ez az igazsig:

7 (x vagy y).

Amikor végiggondoltuk, kideriilt, hogy ez egyértelm( azzal, hogy az elsd
vallomdsnak is és a mdsodiknak is éppen az ellenkezdje igaz, vagyis az igazsag
ez:

Txésy.

Tehdt a gondolatmenet logikai tartalma az, hogy akédr igaz az x és az y,
akar nem igazak, a

7 (x vagy y)

allftds mindig egyértelmd a
Txésy

allitassal, és igy egy ,,vagy''-kapcsolatrél egy ,,és'-kapcsolatra lehet attérni
és viszont,

Persze dltaliban nem tréfikon it vezet az it ilyen Osszefiiggésekhez.
A helyességiiket egész gépies modon ellendrizni lehet: x és y helyébe a lehet-
séges t, illetve | értékeket irva, ki lehet prébdlni, hogy ugyanazt az eredményt
adja-e mindig a fenti két dllitas. Osszesen négy lehetséget kell igy kiprobalni:
lehet, hogy
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1) mind x, mind y értéke t,
2) x értéke 1, de y értéke |,
3) x értéke |, de y értéke t,
4) mind x, mind y értéke } .

Probilkozzunk az elsdvel: mi lesz a

T (x vagy y)
allitasabol, haxis, yis t ? A, ,vagy'" egyszeregyeszerint (nem kell gondolkozni
rajta, tessék megnézni)

tvagyt =1t
fgy ez esetben
x vagy y =*,
tehat ekkor a
It

allitassal van dolgunk, ez azonban a ,,nem" egyszeregye szerint
Hit a

allitdsnak mi lesz az értéke, hax is, y is *? Ekkor

T ™ Pom= |
és
Ty =4=4,
tehat a
| 65 |

allitdssal van dolgunk és ez az ,,és"" egyszeregye szerint ugyancsak

| B

Ugyanigy lehet kimutatni a masik harom esetben is, hogy a vizsgélt két dllitds
valoban egyenértékii.

Itt is lehet algebrat csindlni: gondolni egy allitast, mindenféle logikai mii-
veletet csindlni vele, végiil megmondani, hogy igaz éllitdshoz jutottunk-e
vagy hamishoz, és azt kivanni: ebbdl taldljak ki, hogy a gondolt éllitds igaz
volt-e, vagy hamis. Itt kiilénosen nagy jelent8sége van akovetkezd fajta jaték-
nak:

..Gondolj egy éllitast, ezt és a sajat tagaddsit kapcsold &ssze ,,vagy''-gyal;
most semmit sem kell elarulnod és én mégis megmondom: mindenképpen
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igaz eredményre jutottdl.” Ezt Igy lehet jegyezni: a gondolt 4llitds x, a taga-
ddsa 7 x, ezéknek &sszekapcsoldsa ,,vagy'-gyal:

X vagy 1 X,

és errdl dllitom azt, hogy mindenképpen t az értéke, akdr t volt x, akér }.
Probéljuk ki:
Ha x értéke t , akkor a ,,nem"" egyszeregye szerint

1x="11t=1},
tehdt az
t vagy }

4llitdssal van dolgunk; tessék megnézni a,,vagy" egyszeregyében, hogy ennek
az értéke csakugyan 1.

Ha pedig x értéke ;, akkor Tx =77} =1t a ,nem'" egyszeregye
szerint, tehét errdl az 4llitdsrdl van sz6:

b ovagy 1,

és a ,,vagy'' egyszeregye azt mondja, hogy ez ugyancsak t,

Vannak tehét olyan kapcsolatok allitdsok kézott, amelyek a benniik sze-
repld 4llitdsoktdl egész figgetleniil — nemcsak a tartalmuktél, de még a logi-
kai értékiiktd| sem fiiggéen - mindig igazak. Ezeket tisztdn a logikal struk-
tiréjuk teszi igazza; logikai identitisoknak hivjak &ket. Es ezek azok az 4lli-
téisok, amelyek d6nt6 szerepet jatszanak a matematikdban.

Jatszhatunk tovabb Ggy is, hogy nem az egész allitds ismeretlen, csak az
alanydt nem druljuk el. Példéul: ,,Gondoltam egy szdmot, azt allitom, hogy
ez paros. Most ezzel az éllitissal csindlok mindenféle miveletet”. Az allitas
fgy jegyezhetd:

WX paros,”

Hogy egy ilyen llitas igaz-e, vagy hamis, az természetesen attdl fligg, hogy
mi az x. Ha pl. x = 4, akkor az éllitds igaz, ha x = 7, akkor hamis. Itt tehat
olyan éllitdssal van dolgunk, amelynek értéke x-nek fiiggvénye; és igy eljutot-
tunk a logika fliggvénytandhoz.

Azonnal gyirthatunk tébbvéltozés logikai figgvényt is: ,,Gondoltam
hirom pontot és azt illitom, hogy ezek egy egyenesen fekiisznek'. Ez az illi-
tds gy jegyezhetd:

wX, ¥, Z egy egyenesen fekszik"

- és logikai értéke az x, y és z pontok megvilasztisitél fligg. Ha hirom ilyen
pontot vélasztunk:
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* X XK

x y z
akkor Igaz, ha hérom ilyet:
X y *
" z
akkor hamis. Itt fel kell figyelniink arra, hogy az ismeretlenek nem akirho-
gyan vélaszthatdk: az els§ példdnkban a természetes szdmok koziil kellett
vélasztani x-et, a mésodikban x, y és z a sik vagy a tér pontjal kéziil keriilt ki.
De hiszen matematikal fiiggvényeink kérében is fgy volt ez mir: ott is meg
kellett mondani, hogy az ismeretlen milyen halmazbél vilaszthaté. Ezt a
halmazt itt a széban forgé fiiggvény ,,individuum-tartoményénak” nevezik.
Es most |6nnek be a veszélyes miveletek: ezeket éppen a logikal fiigg-
vényekre alkalmazzuk. llyen pl. a ,,minden” szécska. Az els§ logikai fiiggvé-
nyiinkre alkalmazva:
»Minden x mellett x piros"

(persze ez Ggy értend, hogy a természetes szimok kéziil vett minden x mel-
lett) mindenesetre éllitast kapunk, ha hamisat is, hiszen egy pillanat alatt ad-
hatunk rd ellenpéldat: példdul 5 nem paros. Tehic

wMinden x mellett x paros" = | .
Ha viszont a ,,van olyan™ szécskét alkalmazzuk fiiggvényiinkre:

wVan olyan x, amely mellett x piros”
mdr igaz dllitds lesz:

..Van olyan x, amely mellett x piros" =t .

Létjuk tehdt, hogy akar a ,,minden", akdr a,,van olyan" szécska olyan logikai
miveletet jelent, amelyeket logikai fiiggvényekre alkalmazhatunk, és ered-
ményiil egy hatirozott értékd éllicast adnak, A mi példinkban a ,,minden"-
nel kezdddd illitds értéke | volt, egész hatirozottan {x-tél t&bbé nem fiig-
géen), a ,,van olyan"'-nal kezd4d6é pedig egész hatirozottan 1.

Ezek az Gj miveletek pedig mar behozzék a transzfinit elemet. , Az in-
dividuum-tartomdny minden elemére igaz valami' - ha az individuum-tarto-
many végtelen, példdul a természetes szamok, vagy a sik pontjainak halmaza,
itt olyan hangot litlink meg a végtelennel szemben, mintha az készen és le-
zartan a keziinkben volna. ,,Van olyan x egy végtelen individuum-tartomany-
ban" ~ mintha végig tudndk jirni e végtelen tartoményt, hogy megkeressiink
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benne egy ilyen x-et. Az el8bbi médon mondunk ki tételeket az ,,aktudlis
végtelenrdl”, az utobbi médon hangzanak el ,,puszta egzisztenciadllitdsok™:
,.van olyan"-kijelentések anélkiil, hogy a széban forgé individuumot el is
tudnék 4llitani. [gy jonnek be a logikdba az ,idedlis elemek’’, amelyek csak
az ellentmondéis-mentesség bizonyltdsa utin nyerhetnek polgdrjogot.

A logikai fiiggvénytan éllitisai persze ugyanolyan egzakt médon meg-
fogalmazhatok, mint akdr az

X vagy 71 x

identitds. Hogy a nyelvi kétértelmiségnek drnyéka se tapadhasson tovibb e
tiszta logikai dllitdsokhoz, jobb az eddigi haszndlt szavak helyett is jeleket
vezetni be, ahogy ezt a ,,nem" szécskdval mér meg is tettiik. lgy jonnek
létre a szimbolikus logikdnak immér igazdn nemzetkézileg olvashatd kényvei,
amelyekben hossz( oldalakon 4t egyetlen sz6 sem fordul eld, csak jelek soro-
zatai. Es a szakember (gy kiérzi belSliik a széveget, mint a muzsikus a dalla-
mot, ha kottdt olvas.

Mar Leibniz kezdte meg egy tiszta és félreérthetetlen logikai jelbeszéd
kiépitését; ezt sokan formiltdk tovibb, mig végre Hilbert, munkatirsa,
Bernays segitségével a mai hajlékony és finom eszkozzé nem csiszolta, amely
olyan egzakt formét adhat a matematika kévetkeztetési médjainak, hogy ezek
igy mar matematikai vizsgalodas tirgydva lehetnek.

21. A FELETTES-MATEMATIKA
(TELOSZEKE ELOTT

Most itt az ideje, hogy elévegyiik a matematika egy jol koriilhatdrolt dgat
és megvizsgiljuk: lehetnek-e benne ellentmondasok?

Hogy mi a kériilhatirolds modja, azt mdr tudjuk: ki kell himozni az ide-
vagd tételek alapfeltételeit, az axiomikat, és akkor mondhatjuk, hogy az
egész tudominyéag abbél dll, ami ezekbdl az axiomékbdl levezethets.

Az axidomakat a szimbolikus logika nyelvén frhatjuk le, [gy azok egyetlen
félreérthetd sz6 nélkiil, néhdny matematikai és logikai jel egymdsutdnjibdl
allnak.

Most még ezt kell megvizsgdlnunk: mit jelent az, hogy valami az axié-
makbdl ,,levezetheté"? Vagyis a kovetkeztetés |épéseit kell még precizen
megfogalmaznunk.
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Amikor egy éallitds helyességébdl egy mésik dllitds helyességére kovet-
keztetiink, és ezt a mi szimbolikus [rdsmodunkkal jegyezziik, egyszerlen bizo-
nyos jelek egymdsutdnjirdl valami mds jelsorozatra tériink dt. Emlékezziink
csak vissza az egyenletek megoldéséra, az is ilyen |épésekbdl allc: példéul az

5x

3 =18
2
jelsorozatrdl az
- 15 °
2

jelsorozpatra volt célszerd dttérni. Ezt elészor j6l meggondoltuk, mondvén:
ha valamibél 3 hozzdaddsa utdn 18 lett, akkor azelétt 15 volt. De azutdn meg-
figyeltiik, hogy a két jelsorozat kozt formailag minddssze az a kiilénbség, hogy
az elsd jelsorozat bal oldaldn még volt egy 3-as 6sszeadandd, és ennek mdr nincs
nyoma a masodik jelsorozatban, vis.ont a jobboldali szim a misodik jelsoro-
zatban 3-mal kevesebb, mint az elsében, Ebb&I azt a pusztin formai szabilyt
vontuk le, hogy szabad az egyenlet egyik oldalirél egy Gsszeadandét kivo-
nandoul vinni at a méasik oldalra - és ezentdl minden igazi meggondolas nélkul
alkalmaztuk ezt a szabdlyt. A tartalmilag is dtgondolt kévetkeztetésbél igy
gépies ,,jatékszabdly" lett: ,Szabad bizonyos jeleket [gy és Igy megvaltoztatva,
innen oda vinni". Olyan ez, mint a sakkjaték szabdlyai: szabad a kirallyal bar-
mely irdnyban lépni egyet.

Hit ezt tehetjilk meg 4ltaliban, amikor axiomainkbo| tovabb kovetkez-
tetiink: megnézziik, hogy a kovetkeztetés milyen formai viltoztatasnak felel
meg a jelsorozatainkban, és ezt a formai véltoztatdst ezent(l minden tartalmi
meggondolds nélkiil alkalmazzuk.

Ezek utdn akir teljesen el is felejthetjik, hogy mirdl van szé a kérdéses
tudomanyagban és ezt mondhatjuk: van néhiny értelmetlen jelsorozatunk
(ezeket nevezziik axiéméknak) és néhédny jitékszabdlyunk, amely megmondja,
hogy egy adott jelsorozatrdl milyen més jelsorozatra szabad attérniink (ezeket
nevezziik kovetkeztetési szabilyoknak). [gy most mar csakugyan olyan hajlé-
kony és engedelmes anyagga valt a tételek és bizonyitasok e rendszere a mate-
matikus kezében, mint akadr a szimok: kiprébilhatja rajtuk a matematika jol
bevalt eljardsait.

Ezeket az eljardsokat azonban mar korantsem szabad gépiesen, jatéksza-
balyok szerint alkalmaznia. J6| meg ke'. gondolnia minden egyes |épésér:
vajon ez vitathatatlanul megengedett kovetkeztetés-e, nem csisztak-e bele
veszélyes elemek? Egy percig sem szabad szem eldl vesztenie a célt: 6 a transz-
finit elemek hasznélatdnak jogosultsagat akarja igazolni a vizsgilt tudomany-
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dgban; semmi hitele sem volna egy ilyen igazoldsnak, ha 6 maga is ugyanolyan
veszélyes elemekkel dolgoznék. Olyan tisztdn kell tartania az eszkdzeit, hogy
ezekben még a legaggodalmaskodébb intulcionista se taldlhasson kivetnivalot.

Igy kettéhasad a matematika: egyrészt teljesen formélis rendszerekre,
formai jatékszabédlyokkal kdvetkeztetések helyett, masrészt egy minden lépé-
sének tartalmét |6l meggondold, csak veszélytelen kévetkeztetéseket alkal-
mazé felettes-matematikéra, az Gn. ,,metamatematikira”, amely mintegy
feliilrdl vizsgélja a formilis rendszereket és f6célja: a vizsgalt tudomanyédgak
ellentmondaéstalansagénak bizonyitésa.

De ha azt kutatjuk, hogy nem juthatunk-e jitékszabdlyaink Gtjin vala-
milyen ellentmondéishoz, nem kell-e akkor mégis megvizsgalnunk a rendszer
illitasainak a tartalmat is? Hiszen azt hihetn8k, hogy egy mondatnak nem a
formaja, hanem a tartalma az, hogy ellentmondds van benne.

Ezen az seglt, hogy elég egyetlen ellentmondésra szorftkoznunk, példiul
- ha a természetes szamok beletartoznak a rendszerbe - erre:

1=2.

Ezt az egyszerd jelsorozatot a formdjirdl is megjegyezhetjiik: tudomasul
vessziik, hogy egy 1-es, egy ,,=" jel és egy 2-es egymadsuténja ellentmondast
jelent. Tébbre pedig nincs is sziikségiink. Egyszer mar volt sz6 arrdl, hogy
vannak tréfik, amelyek azt bizonyitjdk be, hogy 1 = 2, és mér ott megemli-
tettem, hogy ha csak egyetlen ellentmondé éllitdst csempésziink is be a ko-
vetkeztetésbe, akkor mar minden levezethetdvé vilik, még az is, hogy 1 = 2.
Elég tehat azt bizonyltanunk, hogy ez az egyetlen 1 = 2 formula nem vezet-
hetd le a rendszerben; akkor mir bizonyos, hogy abba semmi médon sem
lopakodhattak be ellentmondisok.

A metamatematika pontosan megfogalmazott feladata tehdt: megmutatni,
hogy a vizsgélt rendszer axiéméinak nevezett jelsorozatokbél kiindulva és a
jatékszabilyokat alkalmazva, sohasem juthatunk 1 = 2 alaki jelsorozathoz.

Néhény egyszer{ esetben maga Hilbert mutatott példit az ilyen ellent-
mondasnélkiiliség-bizonyitdsra, majd tanitvdnyai tigabb rendszerekre is at-
vitték ezt az eljardst. Az elsé azonban, Hilbertet is megelézve, Konig Gyula
volt ezen a téren, &, aki a modern matematikanak csaknem minden agdt at-
iiltette Magyarorszagra.

Most mar minden eszkoz készen volt arra, hogy egy nagy, kiterjedt tudo-
méanyagat vessiink vizsgilat ali. Els6il persze a természetes szimok tudo-
manya kinalkozott, az Ggynevezett szimelmélet. Minden jel arra vallott, hogy
csak egy kicsit dssze kell szedni az eréket és Hilbert gondolarai kiterjeszt-
hetSk az egész szamelméletre, minden bennefoglalt veszélyes fogalommal
egyetemben,
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Ekkor tértént, hogy Hilbert ,,bizonyitiselméletét™, ezt a szép Svatosan
épiilé ) tudoménydgat, megrazta a vihar,

Egy fiatal bécsi matematikus, Gédel, éppen a bizonyltdselmélet médsze-
reivel élve (hogy hogyan, arrél az utolsé fejezet fog képet adni) bebizonyi-
totta, hogy a szémelmélet ellentmondds-mentességét nem lehet igazolni
olyan eszkozokkel, amelyeket formilisan le lehetne frni magin a vizsgilt
rendszeren beliil.

Ertsiik meg: a metamatematika nem formilis eszkézékkel dolgozik,
neki dllandéan tudnia kell, hogy mit csindl, 8 mindig tudatosan kdvetkeztet,
sohasem gépiesen. De ebb8l még nem kévetkezik, hogy az 8 kévetkeztetései-
b8l nem is lehetne formdlis jatékszabdlyokat csindini. Persze, hogy lehetne,
ha valaki a metamatematika céljaitdl fiiggetlenil el akarna ezzel jatszadozni.
Ehhez még csak nem Is kell Neumann Jénosnak lennie, akirél szilldigévé vélt:
més matematikus azt bizonyltja be, amit tud, Neumann azt, amit akar (4lli-
télag & mondta a bolognal kongresszuson, hogy a metamatematika formali-
zdlésa nem érdekes, de & egy doboz csokolddéért birmikor hajlandé meg-
csindini). Es ha formalizéljuk a metamatematikét, szinte magitél értet8d8nek
tlinik, hogy az & aggélyosan gondos, minden veszélyes elemet kikeriils kévet-
keztetési médjai mér |6val szkebb keretek kézt is formalizélhaték, mint a
vizsgilt tudoménydg a maga transzfinit elemeivel. Es ime, Gédel eredménye
azt mondja, hogy az ellentmondés-mentesség csak olyan eszkdzdkkel lehet
bizony(thaté, amelyek tGInének a vizsgilt rendszer keretein. Ki fogja meg-
nyugtaténak érezni a veszélyes elemek igazoldsit, még az & rendszeriiknél is
tdgabb korbdl vett eszkbzok segitségével? Ugy latszott, hogy ez a bizonyftés-
elmélet csédje; letehetjiik a tollat.

Maga Hilbert ezt egy pillanatig sem hitte. Meg volt gy8z8dve arrél, hogy
van kivezetd Gt: kell lennie olyan kévetkeztetési médnak, amely kicsiszik a
vizsgélt rendszer keretel koéziil, és mégis véges esziink valami konkrét képes-
ségére épit Ggy, hogy még az intulcionisték is elfogadjik.

Megindult a kutatis ilyen kévetkeztetési méd utén. Es ez sikerrel is Jért:
Gentzen taldlta meg az alkalmas eszkdzt a metamatematika szdmdra az Gn.
wtranszfinit indukclé” egyik esetében, és ennek segitségével be is bizonyitotta
a teljes szdmelmélet ellentmondés-mentességét. A természetes szimok nydja
mir békében élhet és fe]l6dhet: kozottiik bizonydra nem bukkanhatnak fel
soha farkasok.

A ,.transzfinit indukcié’ veszélyesnek hangzik; valjaban azonban a ké-
vetkezd veszélytelen gondolatrél van itt sz6.

Ha az
T & & & Byaas

természetes szimsor birmely tévoli tagjabdl kiindulva, barmilyen lépésekben
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lépkediink visszafelé, biztos, hogy csak véges szdmi |épést tehetiink meg. Ha
akdr 1 milliénal Iindulunk Is el és 1 egységnyi Iépésekkel tipegiink visszafelé,
1 millié 1épés utén akkor Is lejutunk az 1-hez.

Most rendezziik 4t a természetes szimsort, példaul Ggy, hogy el&bb a pa-
ratlan szdmok kévetkezzenek és csak a végtelen sok pdratlan szdm utdn a
pdrosak: |,

1| 31 5! 7.---, 1! 4| 6! sl"'

Ha ebben a rendezésben lépkediink visszafelé, vagyis, ha egyre el6bb dllé
szimokat vélogatunk ki bel8le, véges sok lépés utdn ez a kivdlogatés Is sziik-
ségképpen megszakad. Ugyanis, ha valamely pdratlan szdmndl indulunk, ez
ugyanolyan magitél értet8dS, mint amikor az eredeti sorrendben volt sz6 a
természetes szdmsorrél. Ha pedig egy péros szimndl indulunk, ugyanigy ldt-
hatjuk be, hogy visszafelé haladva el8bb-utébb kifogyunk a péros szimokbél,
ezutin mir valamilyen pératlan szimot kell vélasztanunk; mihelyt pedig
paratlan szimra ugrunk 4t, birmilyen nagy Is ez, mir egyetlen sorozatban
mozgunk és ez olyan, mint a természetes szimsor az eredeti elrendezésben.

Lehet persze a természetes szimsort sokkal bonyolultabban is 4tren-
dezni; példdul olyan csoportokra valasztva szét, amelyekben a 3-mal oszthaté
szimok, majd a 3-mal oszthatékat 1-gyel kdvetd szimok, végre a 3-mal oszt-
hatékat 2-vel kdvets szémok sorakoznak fel (vegyiik ide a rend kedvéért a
0-t is):

0,36 % ..: 1% 7 10,.... 25,8 11...

Ha itt a harmadik csoport valamelyik sziméndl indulunk el visszafelé, véges
sok lépés utdn 4t kell ugranunk a masodik csoportba és akkor mir ugyanaz
a helyzet, mint az elbb vizsgélt esetben.

Végtelen sok csoportot is kaphatunk, ha példul kiildnvalasztjuk a pérat-
lan szimokat, azutén azokat, amelyek 2-nek csak az els& hatvanydval oszthatdk,
majd azokat, amelyek 2% = 4-gyel oszthaték, de 2% = 8-cal nems. I, t.:

. 3k Voo d 610 P N B0 AR,
8, 24, 40, 56, ...

Attdl, hogy itt végtelen sok csoport van, nem kell megijedni: mihelyt egy
hatdrozott szimnél indulunk el, ez benne van valamenyik csoportban és ezt
mar csak véges sok csoport el&zi meg.

Minden esetben lithattuk, hogy a visszafelé |épkedés tulajdonképpen
azt jelenti, hogy egy bonyolultabb rendezésrél egy kevésbé bonyolultra me-
gyiink 4t Igy egyszersmind az is kideriil, hogy ha kiindulunk a természetes
szamsor valami bonyolult elrendezéséb8l, és errdl egyre kevésbé bonyolult
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elrendezésekre tériink dt, véges sok lépés utdn el fogunk érkezni a bonyoda-
lom nélkiili egyszer( sorozathoz.

Marmost Gentzen azt haszndlja fel bizonyitdsdban, hogy egy bizonyos
- az itt felhozottakndl még |6val bonyolultabb ~ elrendezésb8l szintén csak
véges sok lépés vezethet visszafelé. Ez véges ésszel is |6 megfoghatd 4llftds,
mégis kicsdszix a vizsgdlt rendszer keretei kdziil.

Hogyan lehet ezt az eszkdzt felhaszndini az ellentmondis-mentesség
bizonyltdsdban?

Egy ellentmonddsmentesség-bizonyitis gondolatmenete mindig fgy szé!:
tegyiik fel, hogy valaki azt dllitja, & kihozott egy ellentmondist a rendszer
axiomdibsl. Atnydjt egy levezetést, amely az axiémakbé! indult ki, a meg-
engedett Jitékszabdlyok alkalmaziséval jutott tovabb, és befejezése: 1 = 2.
A mi feladatunk az, hogy kimutassuk: ez a levezetés hibds, és meg is keressiik
benne 2 hibit.

Ha egyetlen veszélyes elem sem szerepelt a hozott bizony(tisban, akkor
nyilvinvald, hogy megtaldlhatjuk benne a hibit: helyes kiinduldsbél vitatha-
tatlan kovetkeztetési médokkal csak gy juthatott valaki a hamis 1 =2
eredményhez, ha kézben hibit kévetett el.

De ha valami transzfinit elem is csiszott bele a bizonyitisba, akkor ez
mar nem olyan bizonyos: az ellentmondést a transzfinit elem is okozhatta.

A bizonyItés befejezése azonban igy sz61: 1 = 2. Ebben mér nyoma sincs
semmi transzfinit fogalomnak. Ha a bizonyftisba mégis belejitszott valami
ilyesmi, akkor csak az térténhetett, hogy ez - az idedlis elemek régi szokisa
szerint — megjelent, hatott és ismét el is tdnt. Hitha nélkiile is elvégezhets
lett volna a bizonyitds? - ahogyan a trigonometria egyes formuldi levezethe-
t8k ,,I" segltségével, de anélkiil is.

Ha csak egyetlen veszélyes elem lép fel, vagy csak egymdstdl fiiggetleniil
lépnek fel néhdnyan, ez igy is van: Hilbert megmutatta, hogy az ilyen bizonyi-
tdsok 4talakithatok veszélytelen bizonyitisokk, azokban pedig azonnal meg
tudjuk keresni a hibdt.

Azonban az idedlis elemek ~ mint a képzeletbeli szellemvilig testetlen,
egymason is 4thatolni tudd lényei ~ felléphetnek a legbonyolultabb széve-
vényben is egymdssal. Egy nagyon szévevényes bizonyltisbél pedig mir nem
lehet egyszer(ien kikiisz6béIni a transzfinit elemeket.

Mérmost Gentzen megfigyelte, hogy a bizonyitisok e szévevénye a ter-
mészetes szimsor bonyolult &trendezéseire emlékeztet. Es ha egy ilyen
komplikdlt bizonyftdsra alkalmazzuk Hilbert eljérisit, akkor nem tlnnek
ugyan el beléle a transzfinit elemek, de a bizony(tis olyan levezetéssé alakul
it, amelynek szdvevényessége a természetes szdmsornak valamivel kevésbé
bonyolult dtrendezéséhez hasonlit. Ugyanez térténik, ha most megismételjiik
Hilbert eljirisit erre a mir kevésbé szovevényes levezetésre. Mirpedig
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tudjuk, hogy a természetes szdmsor egyre kevésbé bonyolult elrendezésein
it lépkedve, véges szim( lépés utdn egy minden bonyodalom nélkiili sorozat-
hoz jutunk. Tehat Hilbert gondolatét véges sokszor alkalmazva el kell jutnunk
egy minden szévevényesség nélkill bizonyltdshoz: olyanhoz, amelyben mér
nincsenek transzfinit elemek,és ebben mar minden nehézség nélkiil meg lehet
keresni a hibat.

Szép, tiszta matematikai gondolatmenet ez és az eredménye is nagy jelen-
t8ségl: a régi moédszerekbe vetett bizalom helyredllitisa legaldbbis a szdm-
elmélet terén. A matematikusok nagy része — azok, akik tudni sem akarnak a
veszélyrél - mégis idegenkedve 4ll szemben a bizonyitiselmélettel, inkibb
filozéfidnak tartjik, mint matematikinak. Ok csak akkor ismerik el a mate-
matika egy (] dgdnak létjogosultsdgdt, ha ezt a matematika tbbi teriiletein
is termékenyen lehet alkalmazni. Hilbert, hogy ezeknek Is megmutassa: mit
tud a bizonyltdselmélet, a leggrandiézusabb régi problémit, a halmazelmélet
kontinuumsejtését vetette ald a bizonyltiselmélet mddszereinek.

Itt a kévetkez&rél van 5z6: a nagysdg szerint rendezett természetes sza-
mok korében teljes a rend, ott minden szdmnak megvan a kézvetlen rékévet-
kezdje: a 3-nak a 4, a 12-nek a 13. A tortek kdrében errdl mér sz6 sem lehet:
egy torthéz még oly kozel is taldlunk Gjabb térteket. Még inkdbb Igy van ez,
ha minden valés szimot beengediink: ezek mér folytonosan, kontinuusan
nyllnak végig a szdmvonalon, elvilaszthatatlanul Gsszefolyva egymissal;
éppen ezért szokds a szdmossdgukat ,,kontinuumnak' nevezni.

Mérmost a Cantor-bevezette végtelen szdmossigok kdrében is fel lehet
vetni ezt a kérdést: van-e minden szdmossignak kozvetlen rikovetkezédje!?
A felelet az, hogy van; a végtelen szémossigok e szempontbdl a természetes
szdmokhoz hasonlitanak. A legkisebb végtelen szimossig a természetes szim-
soré. Felmeriil a kérdés: melyik a kozvetleniil rikovetkez8? Tudjuk, hogy a
kontinuum, a valés szémok szdmossaga, nagyobb néla; de vajon ez kéveti-e
kozvetleniil, nincs-e kett8jilk kdzétt még mis szimossag is? Sok mély vizs-
galodds fizédik e kérdéshez; egyre inkdbb kialakult a2 matematikusokban az
a sejtés, hogy a kontinuum kdzvetleniil kdveti a természetes szimsor szi-
mossagat. Ezt nevezték ,kontinuumsejtésnek”, vagy akik nagyon hittek
benne, , kontinuumtételnek”. De nem boldogultak vele.

A legljabb idSkben aztdn (Hilbert gondolatain indulva el) Gédel a bizo-
nyitdselmélet eszkdzeivel bebizonyitotta, hogy az a feltevés, hogy a konti-
nuumsejtés igaz, nem hozhat be ellentmondist a halmazelméletbe. Tehdt a
kontinuumtétel vagy fiiggetlen a halmazelmélet axioméitdl, vagy levezethetd
belélik ®*; mindenképpen jogosan hasznélhatjuk fel bizonyitdsainkban: ettdl

* Legujabban Cohen bebizonyitotta, hogy fiiggetlen téliik.
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sohasem fognak ellentmondésok létrejonni. A bizonyftds mddja olyan, mint a
Bolyai-geometria ellentmondds-mentességéé: Gédel megszerkesztett a hal-
mazelméletben egy ,,modellt’’, amelyben a halmazelmélet axiomidi és a kon-
tinuumtétel J6| megférnek egymds mellett.

Ezutédn mér teljes joggal mondhatta Hilbert a bizonyitdselmélet kételke-
déinek: ,,Gyiimélesérél ismerik meg a fat!"

Utéirat a végtelenbe vetitett szemléletrdl

A természetes szdmok elméletének ellentmondds-mentessége immar biz-
tositva van, és kénnyen 4t lehet alakitanl a bizonylitdst mas megszdmldlhaté
halmazok, tehét a pozitlv és negatlv egész szdmok, a tértek, vagyis dltaldban
a raciondlis szimok elméletének ellentmondésmentesség-bizonyftdsdvi is.

Hatra van még a valds szdmok halmaza, és itt (] nehézségekkel keriiliink
szembe.

Az irraciondlis szimokat egyre jobb kozelitésekkel, egyre szlikebb ska-
tulydba zirissal fogtuk meg, itt tehit mir nem szimelméletrdl, hanem anali-
zisrdl van szé. Itt mér dllandd a végtelen folyamatok szereplése és ez Gjfajta
veszélyes elemeket hoz magdval.

Ott, ahol el&szér volt sz6 errdl a gondolatkérrél, vigyaztam arra, hogy
Sszintén fogalmazzam meg azt a nagyon veszélyes mondatot, amin az analizis
4ll, vagy bukik. Igy szélt ez a mondat: ,,A szemléletiink azt mondja, hogy ha
hatértalanul folytatjuk is az egymdsba skatulydzott szamkozok képzését, az,
amivé dsszezsugorodnak, mindnydjuknak kozos része lesz.”” Mar hogy mond-
hat valamit a szemléletiink egy végtelen folyamatrol? Elfelejtettiik volna, hogy
a végesben tapasztaltakat semmi jogunk sincs dtvinni 2 végtelenre? Mond-
hatok erre Gjabb példit is, ami ismét kelléen gondolkozoba ejthet.

Nem kell matematikusnak lenni ahhoz, hogy beldssuk: két pont kozt a
legrévidebb tévolsig az egyenes Gt. Ha valaki Szombathelyrdl Vicra repil,
hamarabb ér oda egyenesen, mintha keriilé utat tenne Budapesten ét:

Vae

-l
Szombathely Budapest
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EbbSl mindjért az is kiolvashaté, hogy a hiromszég két oldala egyiittvéve
hosszabb, mint a harmadik oldal.

Nos, hit én most mégis be fogom bizonyitanl, hogy egy derékszégd hd-
romszdg két befogdja egylittvéve pontosan egyenld az dtfogd hosszisigdval.
Ez nyilvinvaléan bolondség; erre képes a végtelen folyamatokra alkalmazott
wszemlélet”,

Rajzoljunk egy lépcsét az dtfogd félé Ggy, hogy a vonalai parhuzamosak
legyenek egy-egy befogéval:

~

Vildgos, hogy a kért fiigg6leges darab egyiittvéve akkora, mint a fliggSleges
befogd, a két vizszintes darab, mint a vizszintes befogd. Az egész IépcsSvonal
hossza tehit a két befogd &sszegével egyenls.

Ugyanez igaz négyrészes lépcsd esetén is:

A vizszintes darabok egyiittvéve ismét a vizszintes befogdval, a fiiggdlegesek
a ﬁ.igéé!eges befogéval egyenlSk.
s ha tovabb osztjuk az 4tfogot:
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valtozatlanul igaz marad, hogy a két befogé sszegével egyenld a lépcsévonal
hossza, Masrészt egyre kevésbé lehet a Iépcsét az dtfogotdl megkiilénbéztetni
és ,,a szemléletiink azt mondja", hogy a felosztast hatirtalanul folytatva, a
lépcsd egybe fog olvadni az dtfogdval. Eszerint az dtfogd is egyenld volna a két
befogd Gsszegével.

Most hit elmélkedhetiink a végtelenbe vetitett szemlélet megbizhaté-
sdgarol.

Mindamellett azon a bizonyos kritikus mondaton ill, vagy bukik az ana-
lizis. Vagy hiszink benne minden alap nélkiil, csak azért, mert szeretndk
elhinni, vagy nincs mds hitra, mint a bizonyltiselmélet médszereihez folya-
modni: megvizsgélni, hogy egy ilyen dllitds nem vezethet-e ellentmondésokra.

Az analizis axiémarendszerébe tehdt ilyen Gjabb transzfinit elemek l1ép-
nek be. Ha ezeket is beengedjiik. mir olyan tig lesz a rendszer, hogy a transz-
finit indukcié Gentzen felhasznilta esete, s&t még joval komplikéltabb esetei
is beleférnek. Marpedig itt is igaz Godel tétele: a rendszer ellentmondais-
talansdga nem bizonylthaté be olyan eszkézokkel, amelyek magiban a vizs-
galt rendszerben formalizilhatok. Azt tehdt mir nem remélhetjiik, hogy az
eddigi médszerek minden tovabbi nélkiil elegend&k lesznek az analfzis ellent-
mondds-mentességének bizonyitdsdhoz;itt Gj vagy finomabb segédeszkdzdket
kell keresniink. Ez mdig is nyitott teriilet a kutatds szdmira.

22 MITNEMTUD A MATEMATIKA?

A szimelmélet ellentmondds-mentességének bizonyitisa egyszersmind
ramutatott az axiomatizalds egyik fogyatékossagdra. Az ott alkalmazott transz-
finit indukci6 a természetes szimok nyelvén megfogalmazhaté, véges ésszel
jol megfoghaté eljards volt: mégis kisiklott a természetes szimok elméletét
itfogé axiémarendszer keretei koziil.

Ez nem sz6rvanyos jelenség: egyetlen axidmarendszer sem képes szoro-
san megfogni azt, amit megfogni akar, Lesz, ami kisiklik beléle, lesz, ami nem-
kivdntan is belejut. Sokat is markol, keveset is fog.

Hogy sokat markol, azt a norvég Skolem mutatta meg.

Ha csak a természetes szdmsort akarjuk megfogni axiémainkkal, a maga
eredeti elrendezésében, Shatatlanul belecsiisznak az axiémarendszerbe e
szémsor bonyolultabb elrendezései is: nem lehet ezektél elhatérolni.

Ha pedig egy megszimlélhaténil nagyobb individuum-tartomanyt, pél-
ddul a valés szimok halmazit akarjuk pontosan elhatdrolni axiomék segitségé-
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vel, mindig lesz olyan megszdmldlhaté halmaz is, amely befurakodik ide és
teljesiti valamennyi axiéma feltételét.

Hogy keveset fognak az axiémarendszerek, azt Gédel meglepd felfede-
zése tirta fel: az, hogy minden valamirevalé axiémarendszernek, amely a
szamelméletet tartalmazza, vannak eldénthetetlen problémai.

Hogy kell ezt érteni?

Mindmadig eldéntetlen régi problémii béven vannak a matematikinak.
Emlitettem is ilyet: példdul azt, hogy van-e végtelen sok ,ikertorzsszim™
(amilyen példaul 11 és 13, vagy 29 és 31). Eldontetlen az Gn. Goldbach-féle
sejtés is: megfigyelték, hogy

4=2+2|
6=3+3l
8—'—"3']"5:

10=347=5+435,

...................

dgy latszik, hogy a 2-nél nagyobb pdros szamok felirhaték - esetleg tobbféle-
képpen is — két torzsszdm osszegeként. Ez igy van, ameddig csak megvizs-
galtak a szimokat, de mindmdig csak sejtés, hogy minden hatdron tdl is igaz
marad.

Leghiresebbé a Fermat-féle sejtés valt az eldontetlen problémik kozott.
Itt arrol van szo, hogy

P +42=94+16=25=1"5,
azaz

3445

és mas egész szamok is vannak, amelyek koziil kettét négyzetre emelve és
Ssszeadva a harmadikuk négyzetét kapjuk eredményil. Marmost Fermat, szél-
jegyzeteket irkalva egy konyvbe, megjegyzi, hogy taldlt egy bizonyitdst arra,
hogy ketténél magasabb kitevé esetén ez nem lehetséges; csakhogy a bizo-
nyitdés nem fér el a lapszélen. Az dllitds tehdt az, hogy nem gondolhatunk
hirom olyan x, y és z egész szimot, amelyek kozt egy

x4 _}_ y:i - z“..
vagy

%1 o+ y-'l = z".
vagy

............

kapcsolat all fenn.
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Fermat mar rég nem él, a bizonyltdsit maig is probaljik rekonstruilni a
matematikusok, de sikerteleniil. Ez a sikertelenség, holott illitélag valakinek
mir a kezében volt a bizonyitds, olyan érdekességet adott ennek az 6nmagi-
ban eléggé érdektelen problémanak, hogy végrendelet is akadt, amely igen
tekintélyes Osszeget hagyott arra, aki eldénti. Gondolhatd, hogy ez még a
kérnégyszogesitésnél is jobban feltiizelte a hozza nem érték fantazidjac; sze-
rencsére ma mar kissé lelohasztotta a villalkozasi kedvet, hogy a hagyomi-
nyozott pénz azota teljesen elértéktelenedett,

A matematikira mégis termékenyftden hatott ez a probléma: még ()
idedlis elemeket, dgynevezett ,,idedlokat"” is vezettek be, hogy hozziférhes-
senek, és ezek igen hasznosnak bizonyultak az algebra jelentSsebb teriiletein
is. De még igy is csak specidlis kitevékre sikerilt igazolni a Fermat-sejtést;
a maga dltalinossdgaban ez miig is eldontetlen. Fermat valészindleg tévedett;
bizonydra & is csak valamelyik specidlis eset bizonyitasat talilta meg.

Vannak azutin bizonyos elhatirolt médszerek mellett bebizonyitottan
megoldhatatlan feladatok is a matematikdban. Ezek teljesen eldéntott problé-
mik: eldéltek, csakhogy negativ irdnyban. llyen volt példiul az 6tédfokd
egyenlet megoldhatdsdga vagy a kornégyszogesités kivihetdsége. Ugyanebbe
a targykorbe tartozik a szégharmadolds és a kocka megkétszerezése is; ezek-
rél is eldélt, hogy nem végezheték el pusztin kérzével és vonalzdval. Szoget
felezni tudunk e két eszkozzel; hirom egyenld részre osztani mair nem.
A kocka megkétszerezése a térbeli megfeleléje a mi halastavunk megkétszere-
zésének, és a sikbeli feladatban még meg tudtuk szerkeszteni a nagy négyzet
egyik oldalit korzé és vonalzo segitségével; a térbeliben mar nem sikeriil az
adott kockdnil kétszerte nagyobb térfogati kocka egy élének megszerkesz-
tése a megengedett eszkozokkel. Ezt a feladatot ,,déloszi probléma cimen
is emlegetik, mert illitdlag a szerencsétlenség sujtotta délosziaktdl kivan-
tdk az istenek, hogy kocka alaki oltirukat megkétszerezzék. Benniik
megvolt a jéakarat, de mindhidba. Platon azutin megvigasztalta 8ket; az
istenek e feladattal bizonyara csak a geometria apolasira akartdk sarkallni a
gorogoket,

Gadel tétele azonban nem ez ideig elddntetlen vagy negativ irianyban
eldélt problémakrél szol, hanem a hasznilatos axiémarendszereken beliil
eldonthetetlen problémakral.

Hadd vazoljam Gédel gondolatmenetét.

Tegyuk fel, hogy van egy jol megalkotott axiomarendszeriink a termé-
szetes szamok tudomanya, a szamelmélet szimdra; az axiomakba belevittik
mindazt, amire csak sziikség lehet ezen a téren. Es persze, arra vigyaztunk,
hogy ellentmondis ne legyen a rendszerben. A szimbolikus logika nyelvén
mondtuk el, tehit minden éllitas egy-egy jelsorozat alakjit olti.
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Most megtehet|iik azt, hogy e |elsorozatok mindegyikének egy-egy szi-
mot feleltetiink meg - csaklgy, mint ahogy a stk pontjainak szimpirokat
feleltettiink meg annak Ide|én. Ez [gy térténhetlk: van véges sok matematikal
és logikal Jeliink, feleltessilk meg ezeknek az els& néhdny torzszimot (most
1-et Is a térzsszdmok k&zé veszem). [gy példdul 1-nek sajét maga feleljen meg;
t3bb szdmjelre méir ezutdn nem Is lesz szlikség, hiszen 2 fellrhatd (gy: 1 41,
3igy:1 +1 41 ésigy tovibb. Az ,,="" |elnek feleljen meg a 2, a ,,nem"-et
kifejez8 ,,7" Jelnek a 3,2 ,,+" Jelnek az 5 s. . t., egész mindegy, hogy milyen
sorrendben; mond|uk, hogy az utolsé Jelnek 17 felelt meg. Most 19-t8l kezdve
a t8bbl térzsszdmot feleltessiik meg azoknak a nem ismert értékeket |elzd
X, ¥, ... betOknek, amelyek a rendszer 4llitdsalban eléfordulnak; példdul
feleljen meg x-nek 19, y-nak 23 s. [ t.

lgy egy llyen szétérhoz Jutunk:

1 viienninns 1
e 2 Ebbé&I régtén kiolvashatd, hogy pl. az
T s 3 =1

L ——— 5

e formulénak az

T P 19 1.2,1

§ eessapyies 23

—_————— - szdmhdrmas felel meg.

Ebbél egyetlen szamot akarok csindlni. Ezt persze konnyen megtehetem, sok-
féleképpen is; ha példiul 6sszeadom e hirom szdmot, akkor is egyetlen szamot
kapok: 4-et. Igen, de ez a 4-es el is nyelte Gket: semmiképpen sem lehet fel-
ismerni, hogy miféle szimokbél tevédott 6ssze, milyen sorrendben, még azt
sem, hogy hanybdl. 4 lehet pl.

143is, 341is, 2421s, 14+14+2is, 241+11Is,

nemcsak

14241

En pedig gy akarok megalkotni egy szdmot, hogy pontosan ra lehessen is-
merni: milyen tagokbél olvadt &ssze. Erre is van mod: megszorozhatom
példaul az elsé harom térzsszdmot:
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2, 3, 5-6t
egymidssal, mindegyiket akkora kitevére emelve, amekkorik
T2y,
szamhdrmasunk tagjai; akkor ez a szorzat jon létre:
2!.32.51 =10.32 = 10.9 = 90.

em—

Az

Il

formulanak tehat a
90

szamot feleltetjiik meg. Es err8l viszont kénnyen fel lehet ismerni, hogy mi-
Iyen formuldnak a megfelel8je: csak fel kell bontanunk nagysédg szerint kévet-
kezd torzstényezire:
H0=2. 45. =
-

238 B
— 721.32.51

és fgy ismét kibukkantak a kitevékben az
Ts 20 1
térzsszamok, amelyeknek a szétérban az
o= 1
jelek felelnek meg, tehdt hibatlanul visszakapjuk 90-b&l a neki megfelels

3 = 4
formulat. _

A rendszer minden dllitdsdnak egy-egy szam felel meg igy. Es hasonléan
feleltethetiink meg minden bizonyitdsnak is egy-egy szimot. Hiszen egy bizo-
nyitas — formailag tekintve — nem egyéb, mint néhdny allitas egymasutdnja
(ahol is az utolsd dllitds az el6z6kbdl kovetkezik), Az dllitdsoknak pedig mar
szamokat feleltettiink meg, és fgy, ha példaul hiarom allftasbol all egy bizo-
nyitds, akkor egy szamhdrmas fog megfelelni neki. Egy szdmhdrmast pedig
teljesen az el&bbi médon olvaszthatunk Gssze egyetlen szamma Ggy, hogy e
szdmbdl barmikor fel is lehet ismerni az alkotorészeit: csak meg kell csinal-
nunk a torzstényezds felbontdsat.
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Ha példdul egy rettenetesen nagy szamrél mér tudjuk, hogy valamelyik
megfeleltetésben el6fordult, tovabbd volt olyan angyali tiirelmiink, hogy
megesindltuk a térzstényezds felbontdsit és ezt kaptuk:

290 000 000 000 000 00O 00‘0300
'

akkor elészor is latjuk, hogy a kitevék nem térzsszamok, tehat nem egyszerd
illitdsnak felelt meg ez a szim, hanem bizonyitdsnak. Mégpedig olyan bizo-
nyftdsnak, amelyben mind&ssze két dllitis szerepelt: azok, amelyeknek a ki-
tevékben felléps
90 000 000 000 000 000 000
illetdleg
90

felel meg. Ha e két szimot térzstényezékre bontjuk, visszanyerhetjiik bel&liik
a megfeleld dllitdsokat. Az elsében tizenkilenc O van, tehdt ez

9.101° — 32.1019 — 32.219,519

hiszen 10 = 2.5; az alapokat nagysdg szerint rendezve:

219.32.519,
a kitevékben tehit a
19217
szamharmas szerepel. A mdsodik szdm felbontdsa mar ismerdsiink:
90 = 21.32.5,
tehdt ez az
p P I |

szamharmasbél épiilt fel. Megismétlem a szétare:

R S, TN 1 Kiolvashatjuk beléle, hogy az elsé szam-
M e s 2 harmas, azaz

3 sssaEeiEis 3 19,2, 19

e 5 az == 30

formulanak, a masodik szamharmas, azaz

R Feseswraaie 19 g W A
Y eeeccncens 23 az 1=1
_________ formulinak felel meg.

Ez a bizonyltis tehit mindssze ennyit mondott: abbdl, hogy tetszés sze-
rinti x mellett
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X = X,
kovetkezik, hogy
1 =1

Ez bizony még elég szdnalmas kis bizonyitas és mar chhez csillagdszati
nagysagl szam tartozott; képzelhetd, mekkora szidm felel meg egy valamire-
valo bizonyltasnak. De a |ényeges az, hogy tudjuk: mégis megfelel neki valami
hardrozott szam, és ebbdl a szimbdl — ha egy emberélet alatt nem is, de
legalibb elvben - rekonstrudlni lehet a bizonyitast.

lgy lehet leforditani a rendszer formuldic és bizonyitdsait bizonyos ter-
mészetes szimokra. De mire |6 ez?

A metamatematika a rendszert kiviilr8l vizsgélja; az 6 dllitdsai a rendszer
ilyen és ilyen alakd formuldirdl, bizonyitisairél szélnak. Most ezeket az illi-
tasokat a szotdr segitségével it lehet fogalmazni Ggy, hogy ilyen és ilyen torzs-
tériyezbkkel rendelkezd természetes szimokrdl szdljanak.

Péld4ul, amint a rendszer |eleivel felirhato formulékat vizsgélgatja a meta-
matematika, megillapithatja, hogy az

1 =1
ésa
(=1
jelsorozatokkal évatosan kell binni, mert egyik a mdsiknak a tagaddsa, Mar
latcuk, hogy
1=1-
nek
21.32.5! =90

felel meg. A szétdr szerint (ha eltekintiink attdl, hogy a zérjelek is jelek,
ezeknek is bizonyos szdmokat kellene valéjiban megfeleltetni):

o T T 1 a
AN 2 i =4)
i A 3 formulénak a
g suvessesse 5 3,1, 2.1
_________ sorozat felel meg, vagyis — az elsé négy
torzsszam 2357
lévén - a

23.31.52.71
szam, Szamitsuk ki ezt is:
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23.31.52.71 = 2.2.2.3.5.5.7 =

—10.10.2.3.7 = 700.42 — 4200.
Allitsuk még egyszer egymis mellé a torzstényezds felbontdsokat:
90 =" 233
4200 = 23.31.5%.71,
Tehét azt a metamatematikai 4llitdst, hogy ,,0z
1=1&71(1=1)

alaki jelsorozatok egymds ellentétét fejezik ki”, Igy lehet tfogalmazni: .90 és
4200 olyan szdmok, hogy az utébbinak térzstényezds felbontdsa 2%-nal kezdédik,
az ezutdn kovetkezé torzsszdmok kitevéi pedig sorra ugyanazok, mint a 90 torzs-
tényezds felbontdsdban szerepld kitevok."

Ebben az utébbi mondatban mir nyoma sincs metamatematikdnak, ez
tiszta szimelméleti 4llitds. A vizsgilt rendszer pedig éppen arra vald, hogy a
szamelméleti 4llitdsokat meg lehessen fogalmazni benne. Tehdt ezt a monda-
tot is fel lehet Irni teljesen a vizsgilt rendszer jeleivel Ggy, hogy egyetlen sz
sem marad benne. Egyike lesz a kdzonséges, sziirke jelsorozatoknak; nem
litszik meg rajta, hogy milyen kétértelmd. Pedig kétértelmi: kétféle szoveg
is kiolvashaté beléle. Az egyik a szdmelméleti széveg, ami a rendszer minden
formulajabol kiérezhetd, ha visszagondolunk arra, hogy milyen tartalmuk volt
eredetileg a jeleknek; a mésik az, amit a benne megtestesitett metamatema-
tikai allitds mond ki.

Es amint Gédel az ilyen kétértelmd jelsorozatokkal és a nekik megfelcld
szamokkal jatszogatote, ribukkant egy szémra — mondjuk, hogy ez 8 milliard;
valojaban pontosan tudjuk, hogyan épiil fel torzstényezkbdl, dea kiszamitasa-
hoz egy emberélet sem volna elég - és észrevette, hogy ez a kévetkezéket
tudja: Ha az el8bb targyalt mondat mintdjira a rendszer jeleivel frjuk fel ezt a
metamatematikai allftast:

A 8 millidrdnak megfelelé formula nem bizonyithaté be a rendszerben”

- és megnézziik, hogy az fgy nyert formuldnak a szétar szerint milyen szim
felel meg, amulva fogjuk tapasztalni, hogy éppen 8 milliard. Tehdta ,,8 millidrd-
nak megfeleld formula”: maga ez a formula. lgy & kereken ezt mondja ki az
egyik érteimével:

..En magam nem vagyok bizonyithaté."

Ertsiik meg, ez nem jiték a szavakkal, nem szofizma, egy kézonséges sziirke
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formula van eléttiink, egy letagadhatatlan jelsorozat, olyan mint a tébbi. Csak
ha megnézziik a szétirunk segitségével, hogy miféle kétértelmdséget csem-
pészett bele ebbe a jelsorozatba a metamatematika, akkor vessziik észre,
hogy értatlan képével ezt a furcsa szoveget didolja:

.En nem vagyok bizonyithaté.”

Nem csoda, hogy ez a formula eldénthetetlen a rendszerben, barmily
drtalmatlan szdmelméleti 4llitast fejez is ki a mdsik értelmével.

Mert ha bizonyithaté volna, ez ellenkezésbe keriilne azzal, amit a formula
metamatematikai értelme mond ki, hiszen ez éppen az, hogy 6 nem bizo-
nyfthaté.

Ha pedig megcifolhaté volna, ez a cdfolat éppen megerdsitené az & meta-
matematikal 4llitdsit, hogy ti. nem bizonyithatd; tehit éppen a céfolat bizo-
nyitand &t be.

Sem bizonyitani, sem megcifolni nem lehet: eldonthetetlen.

Ismét hangsilyozom: ha nem jut esziinkbe a szétir, ez egy kézénséges,
sziirke formuldja a rendszernek: Gsszeaddsokra és szorzdsokra vonatkozo
rtalmatlan szdmelméleti 4llitds. llyen alaka eldénthetetlen formuldk létezé-
sét bizonyitotta be Gédel minden valamirevalé rendszerben. Nincs kizirva
hogy kozéjiik tartozik példdul a Goldbach-sejtés is: lehet, hogy ezt azért nem
sikeriilt mindmdig eldénteni, mert ha axiémarendszert himoznénk ki mind-
azon eszkozokbél, amikkel eddig e sejtés koriil kisérleteztek, akkor a szotron
at éppen & didolna:

,En nem vagyok bizonyithaté a rendszerben.”

Ugyanez vonatkozik birmely eddig el nem déntétt problémdra; e lehe-
t8séggel szembe kell néznie minden matematikusnak.

Elképzelhets volna még egy ellenvetés: mindez csak azaxiémarendszerek
hidnyossdga. Bizonyéra el lehet donteni az ilyen Gédel-problémékat is, ha nem
kotjlik magunkat valamiaxiémarendszerhez. Nos hit Church olyan problé mit
is konstrudlt, amely a ma elképzelheté matematikai okoskoddsok egyikével
sem donthetd el, egészen fiiggetleniil attol, hogy kovetkeztetéseink valami-
lyen axiémarendszer keretei kdzé szorithatok-e.

Itt kell befejeznem az frast: a mai matematikai gondolkodds korldtaiba
itkoztiink. Korunk a tudatositas kora, e téren a matematika is megtette a
magdét: 8 maga tarta fel sajat képességeinek hatdrait.

De vajon végleges akadilyokba itkoztiink-e? A matematikatorténet
minden eddigi zsikutcdjibél volt kivezetd Gt . Church bizonyitdsénak is van
egy igen elgondolkoztatd pontja: pontosan meg kellett fogalmaznia, hogy mit
tekintsiink ,,ma elképzelhetd matematikai okoskodas'-nak, ha erre a foga-
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lomra a matematika eljérdsait akarta alkalmazni. Amint valamit megfogalma-
zunk, mar kril is hatéroltuk. Es minden kerités sz(ik. A felbukkané eldont-
hetetlen problémak kibdjnak aléla.

A kereteket majd bizonyara tagitani fogja a j6v& fejl&dés, ha ma még nem
is latjuk: hogyan. Az 8rék tanulsig: a matematika nem sztatikus, zirt, hanem
£18, fejl6dé valami; birhogyan prébiljuk zért forméba mereviteni, taldl magé-
nak rést: elevenen robban ki beléle.




Fliggelék
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Uram: itt az id6. Nagy volt a nydr.
A napdrdkra add, hogy drnyad hulljon,
és hadd ziduljon szél a rétre mar.

Rendeld, hogy teljék a gyiimdlcs, ha késett;
még két nap érje délszakibb tiized,
késztessed teljesedni és lizzed

nehéz barba a végsd édességet.

Ki most tanydtlan, nem lesz annak hdza.
Ki most magdnyos, hosszan az marad,
virraszt, olvas, ré hosszd sorokat

és kerget6zé lomb kozdtt cikdzva
nyugtalan jérja a fasorokat.

A cim igérte formabontds: verssel kezdek egy matematikai cikket. Rilke
Oszi nap"-jval, sajit forditisomban. Szerkesztettem egyszer egy oldalt az
Egyetemi Lapokban, amelyen a (matematikai) Analizis |. Tanszék szélalhatott
meg; az az oldal Ady Endre fényképével kezdédote (igaz, hogy nagy matemati-
kusunknak, Fejér Lipotnak dedikilt fényképével). Ezek nem véletlen talal-
kozasok. A fénykép mellé egy idézet keriilc az én ,,Jaték a végtelennel™ kdny-
vem el&szavabdl:

»A kdnyv a nem-matematikus érdeklédésii intellektualis embernek szdl:
az irodalom, a mivészet, a humanum emberének. Sok szépet kaptam arrdl
az oldalrél, most viszonzasul atnylGjtom a matematikit., Hadd lassik meg:
nem vagyunk olyan messze egymastol.”

Az idézetet pedig ez kovette: Sajnos, ennek megmutatdsira egyetlen
Gjsagoldal nagyon kevés; ennyivel mégis jelezni akartuk dllisfoglaldsunkat a
sokat emlegetett ,,két kultira" kérdésében.

A, Jaték a végtelennel’ a maga egészében egyetlen folyamatos bizonyitasa
annak, hogy a kultdra egy. Mint bevezetésében elmondtam, Benedek Mar-
cellnek fre leveleimbdl jott létre, aki sajit teriletén, frds kozben fijlalta a
matematikai ismeretek hidnyat; érezve, hogy a matematikai anyagbdl béven
merithetne képeket, hasonlatokat.

ltt most a forditott irinyd kapcsolatrél van szé. Rilke ,,Oszi nap"-jit
azért tudtam (Benedek Marcell kedves szavai szerint ,meglepd hlséggel és

* Megjelent a Magyar Tudominy 1969. 4. szimaban.
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rilkei gazdagsdggal") leforditani, mert valahogyan mély hangulati k6zém van
az 8sz képeihez. Es talin ez valtott ki belslem olyan szenvedélyes érdekiSdést
egy Gjabban megismert matematikai problémakdr irant is, hogy se éjjelem,
se nappalom nem volt, amig fel nem deritettem.

Mir maga a tudomdnyterilet is, amelybe ez a problémakor tartozik,
a ,,két kultdra" kézos teriilete: a matematikai nyelvészet.

A gépi forditds lehet8ségeinek kutatisiban vilt kivdnatossd olyan pon-
tos definiciét taldlni a nyelvtanilag helyes mondat fogalma szdmdra, amilyen
a matematika egyes dgaiban a jél képzett formula definiciéja. Ezzel a célki-
tlizéssel kiilonbdz8 matematikai grammatikdk jottek létre. Egyikuket, az Gn.
»CF-grammatikit' * (amelynek bizonyos altaldnositisai a szdmolégépek cél-
jaira késziilt mesterséges nyelvek grammatikéjaként jol beviltak) a kovetkezd
adatok hatdrozzdk meg: egy szétir (jeléljuk S-sel), ennek egy részeként a
nyelvtani segédfogalmak szotara (jeldljik F-fel), ebben a kitiintetett szerep(
{mondat) fogalom (a segédfogalmakat ilyen csicsos zardjelek kozé irjuk meg-
kiildnboztetésiil; a (mondat) fogalmat réviden M-mel is jelolhetjik), végre a
nyelvtani szabilyok téra (jeloljik N-nel). Rovid jeloléseinkkel tehdt egy négy-
tagl

S, M, N

sorozat hatiroz meg egy CF-grammatikat. A nyelvtani szabdlyok mindegyike
arrél szél, hogy hogyan johet létre egy segédfogalom szétdrunk szavaibol.
A szabilyok egyike példaul

{mondat) : (alany) (@llitminy)

Ezzel réviden azt akarjuk icifejezni, hogy egy mondat létrejohet egy alany és
egy allitmany egymds utin illesztésével is. Vagy

(mondat) : {(mondat) és (mondat)

annak témaér kifejezése, hogy ha két mondatot az ,,és'" kotészdval kapesolunk
ssze, Ismét mondat jon |étre. Az itt szerepl3,,és” mar nem taglalhaté tovabb,
szétdrunknak nem F-be tartozd, végleges, ,.termindlis” fogalma. A szétér
nem F-be tartozd részét ,termindlis szétar'-nak nevezik (révid jele T).
A szabilyok dllitasait mindig kettdsponttal jelezziik; ennek ,,baloldala™ az a
segédfogalom, amelyrél a szabaly szél; ,.jobboldala™ pedig szétérunk szavainak
(akér F-beli, akar T-beli szavainak) egy egymasuténja, , linca" (lehet egyszavas

* CF" a ,context-free” (,kérnyezettdl fiiggetien'”) grammatika roviditése. Van
ugyanis ,,context-sensitive’’ (,kornyezetre érzékeny”) grammatika is. Eltérésiik magya-
razatdra itt nem térek ki.
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is). Egy szabdly baloldalaként fellépé segédfogalom egy , kifejtéséhez’ jutunk,
ha a szabaly jobboldalat irjuk a helyébe. Az ebben szerepld segédfogalmakat
egyenként tovibb fejcve ki, eljuthatunk a kiinduldsul vett segédfogalom, pl. a
(mondat) fogalom egy ,.termindlis kifejtéséhez”, amely mar csupa termi-
nalis fogalombél all. Nagyon egyszerG példaként, ha az N-beli szabalyok kozt
szerepelnek ezek is:
(alany) : a lomb

és

(allitmdny) : szines

annak tomor kifejezéseként, hogy a T termindlis szdtdr ,,a" és , lomb"” sza-
vainak egymds utdn illesztésével is létrejohet egy mondat alanya, és a termi-
nalis szotar ,,szfnes"’ szava egymagéban is lehet egy mondat allitmanya, akkor
alkalmazhatjuk a kévetkezd ,,levezetést” (egy-egy kifejtd mozzanat eredmé-
nyét nyillal jellve):

(mondat) — (alany) (dllitmany) -
-~ alomb (4llftmany) -~ alomb szines

Tehit a (mondat)fogalom egy terminilis kifejtése egy mondat: ,,a lomb szl-
nes”. A CF-grammatikdnk ,,generdlta” nyelv a (mondat) segédfogalom vala-
mennyi terminélis kifejtésébdl all.

Matematika ebbél Ggy lesz, hogy az S, F, M, N betiket t&bbé nem révidl-
téseknek tekintjik, hanem teljesen eltekintlink a jelentésiiktél; S-et bar-
milyen elemek (véges) halmazinak, F-et S egy tetszés szerinti részének, M-et
F egy tetszés szerinti elemének tekintjiik, és ennek megfeleléen definialjuk
formilisan az N-beli szabilyokat és az ezeken alapuld levezetéseket. Az igy
nyert absztrakt nyelvek mar pontos matematikai vizsgélat tirgyai lehetnek.

Az idevigd alapprobléma természetesen ez: milyen nyelvekhez lehet
olyan CF-grammatikat (azaz megfelelé S, F, M, N sorozatot) szerkeszteni,
amelynek az el6bbiekben leirt médon létrejové mondatai megegyeznek a
szoban forgé nyelv nyelvtanilag helyes mondataival?

A matematikai formulanyelvekhez lehet.

A természetes nyelvek vizsgilata nagyon bonyolult. ElSkészitésiil egy-
szeriibb mesterséges nyelveken folytatnak vizsgilatokat.

Mesterséges nyelvet pedig lehet Ggy konstrudlni, hogy ne legyen CF-
grammatika, amely a mondatait generdlnd (és ez pontos matematikai méd-
szerekkel be is bizonyithaté). llyen az a kétszavas nyelv is, amelyet én elsé
latdsra igy interpretdltam: ,,Anna hédoldinak nyelve”, melynek mindéssze
két szava van: ,,édes” és ,,Anna" (nem kétséges, hogy Kosztolinyi mélyen
bennem él6 gyonyori szép névalkotésa szélalt megitt). A nyelv pontos leirasa
ebben az interpreticiéban: Anna hédoldi csak ilyen dradozdsra képesek:
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Anna Anna
vagy
édes Anna édes Anna édes
vagy
édes édes Anna édes édes-Anna édes édes
vagy

édes édes édes Anna édes édes édes Anna édes édes édes

és Igy tovabb, a végtelenségig.

Nos, nincs az a CF-grammatika, amely ezt a nyelvet produkélni.

Egy bonyolult természetes nyelv mondatainak CF-grammatikival gene-
rlhatosdgira nincs sok remény. Ujabb elgondolisok szerint elég volna a nyelv
legegyszeriibb ,, magmondatait” (a nyelv magvit alkoté mondatokat) illitani
els egy CF-grammatika mondataiként; a t&bbi mondatot azutén a magmon-
datokbdl kiindulva, mér képezett mondatok bizonyos &sszedtvézéselvel le-
hetne létrehozni. Ha példaul a

wlLézban égek mindig”
és
»A ldz harminchat fokos”

mondatok mér létrejottek, ezeket a
wHarminchat fokos lizban égek mindig”

mondatté lehetne dsszeStvdzni. Minthogy az ilyen 8sszedtvézés nem egyszerd
egymds utdn illesztése a két mondatnak, helyes végrehajtisihoz be kell ha-
tolni a mondatok mélyére, fel kell hasznélni a mondatok ,,mélystruktiréjac”.

Egy mondat ,,mélystruktirdja” a mondat felépitésének térténetét dbri-
zolja grafikusan, dn. ,,graf” segltségével.

A mondat felépitését dbrazolta mér az is, amit ,levezetésnek' nevez-
tem - itt arra célzok, amivel a (mondat) segédfogalombél egy mondatot
vezettiink le (ezt: ,,a lomb szines”). Jobb taglalist adna, ha a levezetés egyes
stéciéihoz nem csak egy nyil vezetne, az el5z8 sticiébol, hanem minden sza-
vukhoz egy-egy nyll, a soron levé segédfogalombél. De ha az egyes sticidkat
ekkor is sorra egymds utdn tiintetnénk fel, ezek a nyilak keresztiil-kasul
metszenék egymiést. Célszer(i nem egy vonalban elére, hanem lefelé is haladni,
€s (gy Jon létre mondatunk ,,mélystrukedréja’:

<mondat »

<alany > <3a‘h’tmdny>
a2y . ;
g lemb szines
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Kénnyebb lesz az dbrizolis, ha a segédfogalmak helyett csak roviditéseiket
tiintetjiik fel: a (mondat) helyett a (mir alkalmazott) M-et, az (alany)
helyett A-t, az (illitmény) helyett A-t. Ezekkela réviditésekkel mondatunk
mélystruktdrdja mellett mindjirt egy bonyolultabbét is felvizolom. A k&zés
pontokbdl indulé nyilakat pedig megszimozom, hogy sorrendjiiket is fel-
tiintessem (ha csak egy nyil indul egy pontbél, aze persze 1-gyel szimozva).

A bonyolultabb mondathoz az el&z8kben felirtakon kiviil, amelyek kézt
ez is szerepelt:

< mondat_> : < mondat>> és < mondat™>

még két szabllyra van sziikség:

(alany) : a napfény
(allitmany) : faké

Mindezek alapjin a két mondat mélystruktdrija:

A
1 2\0
a lomb szines a lomb szines a napfény faké

Igy, egyméas mellett, a két 4bra egy kétmondatos szoveg mélystrukedra-
jét adja. Olyan kicsire most ne nézziink, hogy mondataink kisbetGvel kez-
d&dnek, és az Irisjelek is hidnyoznak; ha verssorokként szerepelnének:

a lomb szfines
a lomb szines és a napfény faké

- ez nem is lenne szokatlan. (A mondatokat - balrél jobbra haladva, a feliil
megbdvé ,,és”'-t sem hagyva ki - a végpontokrél olvastam le; ott jelentkez-
nek a terminélis fogalmak.) -

Hét itt vannak - szévegek vagy &sszedtvézendd mondatsorozatok mély-
struktdrdiként —azok a grifok, amelyek annyira megragadtak a képzeletemet.
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ltt elég lesz a modern matematika absztrake grif-fogalma helyett az
wegyszerd”, véges grif szemléletes fogalmit ismertetnem. Eszerint egy grif
bizonyos szamu pontbdl (a grif ,,csomopontjaibol’™) és egyes kdzéjiik tartozd
pontparokat osszekotd vonaldarabokbol (a grif ,.éleibsl™) ill. Nem szimit,
hogy az élek milyen vonalak, egyenesek-e, gorbék-e, akir gumibdl is lehet-
nének, tetszés szerint nyljthatdan, a sik folé is kihizhatéan — csak az szamit,
hogy két csomépontot Gsszekot-e él, vagy nem kot ossze. Ha az éleken azt is
feltiintetik (mint a mi dbrink nyilai), hogy melyik pontbol melyik pontba
irdnyulnak, akkor ,,irdnyitott graf"-rél van szo. A graf osszefliggs, vagy tobb
osszefuggd ..komponensbdl™ all (a mi dbrdnk kettébél). Ha egy osszefiiggsd
grafban nincs zdrt vonal (kor, sokszog), hanem olyan igas-bogas, mint a mi
abrank barmelyik komponense, akkor , finak’ nevezik. A mi fiink minden
csomépontjiba pontosan egy él fut be, egy kivétellel: a befeketitett csomo-
pontba (a tobbit lres karikdval jelo!tem) nem fut be él. A kivételes pontot
»gyokérpontnak™ nevezik, és az olyan fit, amelynek van kivételes gyokér-
pontija, ,,allofdnak" (arra célozva, hogy nem kivagott fa — bar a mi 4brink fait
meg kellene forditani, hogy ,,aliofanak™ tinjenek).

A mi grafunk minden csomépontjihoz hozzdrendeltiik szétdrunk egy-
egy szavat, illetéleg, segédfogalmak esetén, egy-egy betdt. Azt nem mond-
hatndm, hogy a csomépontokat ezekkel ,,jeldltem meg", mert kiilénbozd
pontokat nem jeldlhetiink ugyantgy, és dbrink mdsodik komponensében'
M-et 3 pontban is, A-t és A-t 2-2 pontban is litunk. De az csak megallapodas
dolga, hogy egy fogalmat hogyan jeléliink; betdk helyett szineket is hasznal-
hatnank megjeldlésiikre; a (mondat) fogalmat példiul M helyett mélykék
szinnel is jeldlhetnénk. Ezért az ilyen hozzirendelést Ggy is szoktdk kifejezni,
hogy grifunk csomépontjait szétarunk szavaival ,,szfneztiik'".

Az is elképzelhetd, hogy szinskildt készitiink, és ebben szamokkal jeld!-
jik meg az egyes szindrnyalatokat. llyen értelemben mondhatjuk, hogy gra-
funk egy-egy élét az 1, 2, 3 szindrnyalatok egyikével szineztiik.

Egy széveg persze tébb mondatbdl is dllhat, ezek — és a mélystruktirdi-
kat abrazolé dllofik - meghatirozott sorrendben kdvetik egymast. Ezért a
sz6veg mélystruktirdjit . fasor”’-nak neveztem el, de hozzitéve, hogy a pon-
tos neve ez volna:

.Oszi fasor tiikérképe a folyéban.”

..Oszi", hiszen csupa szin: pontjai is, élei is szinezettek. , Tikérkép”, hiszen
allfainak gydkérpontjit mindig legfelsé pontként dbrizoljuk *. Es , folyéban™
— ez minden grifra jellemz&: ugyanazt dbrazolja, birhogyan is zildlja dgainak
képét a folyd sodra. .

A problémakorrel ismerkedés elsé orémét ez a kép adta. De nem kisebb
6rém a matematikai feladat megoldisa sem: az &5z, a fasor. a tiikdrkép lehan-
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tdsa, hogy csak az egyértelmd, tiszta forma maradjon meg, ami pontos mate-
matikai vizsgélédis targya lehet.

Ehhez az ad vezérfonalat, hogy egy illofink birmely csomépontjiba
pontosan egy Gt vezet a gyokérpontbdl; hiszen két ilyen Gt egylitt zart vona-
lat alkotna, és fiban nem lehet zdrt vonal. Példdul dbrank ,,napfény"-nyel
szinezett pontjéba azokon az éleken haladva jutunk el, amelyeket sorra a 3,
1, 2 jeld szindrnyalatok szineznek. Ezt réviden Ggy fejezhetjiik ki, hogy a
vizsgilt ponthoz a

1 b
wszinsorozat' tartozik. ¢

Igy fasorunk minden csomépontjét 3 adat jellemazi: (1) egy sorszim, annak
jelzésére, hogy fasorunk hényadik dlléfijanak csomépontjirél van szé; (2)
egy véges szdmsorozat, mint odavezetd szinsorozat; (3) szotdrunk egy szava,
mint a csomépont szine. Azt mondjuk, hogy egy fasor minden csomépontjat
egy ilyen tagok alkotta 3 tagd sorozat, réviden ,,hirmas” jellemzi.

Egy csomépontot jellemzé hdrmas persze nem lehet akirmilyen. Ha pél-
ddul egy fasor valamelyik csomépontjit jellemz8 hirmas elsd tagja 3, akkor
feltétleniil eléfordul a fasor csomépontjait jellemzé hirmasok kozétt olyan
is, amelynek 1, olyan is, amelynek 2 az elsé tagja; hiszen a fasor harmadik
allofajarol csak akkor beszélhetiink, ha van elsé és misodik Allofija is.
Pontosan meg lehet hatirozni mindazokat a kapcsolatokat, amelyek sziik-

*Ha valaki hianyolja dbrinkbél a fatorzseket, vegye fel példiul a kovetkezd szaba-
lyokat:
(mondat) : mellérendelés

(mellérendeclésy : (mondat) és (mondat)

Akkor — R-rel jelolve a {(mellérendelés) fogalmat — igy kezdédne ibrink masodik kom-
ponense:

M
.
'y
Rl
A
// I g
Mg : M
/ es 7N
/ /
/ / \

ezen pedig a gyokirpontbdl eredd fatorzs tikdrképe is lathato.
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ségképpen fennéllnak az egyazon fasor pontjait jellemzd hirmasok kozdtt
Ezekutdn a tiszta matematikai definicié: , Szétdrként™ felvehetiink eg)
tetszés szerinti véges S halmazt, ,,hdrmasnak’ nevezink egy tetszés sze
rinti 3 tagd sorozatot, amelynek elsé tagja természetes szém, misodik tagje
egy természetes szimokbdl all6 véges sorozat, harmadik tagja S egy eleme,
végre ,fasor”-nak nevezziik hirmasoknak egy véges halmazit, amelynek
elemei kozt az elébbiekben jelezett kapcsolatok 4linak fenn.

Erre az anyagra mér alkalmazhaték a matematika modszerei.

Hasonld vizsgilatokat mér régebben. is végeztem un. , formula-grifok-
kal”. Ezek algebrai, logikai vagy absztrakt formulik szerkezetét szemléltetd
illofdk, és tobbek kozt arra is felhaszndlhatok, hogy a formuldk kiilonféle,
zérdjelek nélkil is egyérrelm( alakjai olvashaték le réluk. A zéréjelek meg-
takaritdsa nem jelentéktelen elény a szimoldgépek gyakorlatdban. Grifot
persze nem lehet bevinni a szimolégépbe; ezért javasoltam, hogy egy ilyen
alléfat 2 tagld sorozatok, ,.kettesek' halmazaként adjunk meg, az elSbbiek-
hez hasonlé médon (itt nem fasor, csak egyetlen allofa szerepel, ezért érhet-
jik be kettesekkel hirmasok helyett). A ketteseket (domindkdvekként) sok-
féle sorrendben rakhatjuk ki; mis kirakdsuk a formula mds alakjic alllitja
eld; igy gyerekjiték egy formula kiilonb6zé alakjait leforditani egymdsra.
Ez hasznos, de benne van a jaték &réme is; csakigy, mint a jatékos formai
elemek itiiltetésében, ha valaki verset fordit.

L ] ]
L d

Verssel kezdtem, matematikival folytattam, a szdmologépek gyakorlatd
val végeztem. Mindez dsszefonddik. A kultdra egy.

A formabontas bevalldsa talin menthet8vé teszi, hogy tulajdonképpe
lirai megnyilatkozassal jelentkeztem egy tudomanyos folydiratban. Szenve
délyemrdl, a matematikai kutatasrol vallottam, és arrdl, ami ezt szitja: a ber
nem é18, életemet szépitd, matematikai vizsgalddasaimac is szinezd képekrd
hangokrdl, jitékos éromokrol.
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HASZNALAT UTAN

Ha valaki vissza szeretne lapozni példiul az integrilhoz, a tartalomjegy-

zékben csak ilyen cimet fog taldlni: ,,Sok kicsi sokra mi€gy." Ezért utdlag
kozlom, hogy az egyes fejezetek milyen matematikai fogalmak lel8helyei.
(Ez ne riasszon vissza senkit!)

Elsd rész

o W =

~ o

. Osszeadis, szorzds, hatvinyozis.

. A kocka kébtartalma. Fiiggvények grafikus dbrizolisa.

. Szdmrendszerek. Oszthatdsigi szabdlyok.

. Szimtani sor, Téglalap és hiromszég teriilete.

- Konvex sokszégek dtléi. Kéttagi kombindcidk. A képlet.

Utéirat: Topolégia. Egybevigosig és hasonlésig. Szabilyos testek.

. Kombinatorika, Teljes indukcid, Két tag 8sszegének négyzete.
- Felbontis térzstényezékre. A térzsszdmok eloszlisa, Térzsszamtdrvény.
. Egyenletek. Az otodfoki egyenlet megoldhatatlansiga. Galois-elmélet,

Masodik rész

1.
12.
13

15

16.
17

. Negativ szim, Vektorok. Permanencia-elv.
10.

Miveletek tortekkel. A szimtani kézép. Mindeniitt siird halmaz. A racionilis szimok
szamossiga.

Tort atalakitdsa tizedesszimma és viszont. A skatulya-elv. Végeelen sorok.
Az irraciondlis szim. Pitagorasz-tétel. A valés szimok szimossiga.

Logaritmustdblik. A hatvinyfogalom kiterjesztése, Sima gorbék. Hiperbola. A 0 mint
osztd.

. Az dlealanos fliggvényfogalom. Analitikus geometria,

Utéirat:

a) Szogluggvények. A periodikus fiiggvény approximicioja.

b) Projektiv geometria. Invaridnsok.

A végtelen tivoli egyenes. Komplex szimok. Osszefiiggés a szogluggvények és a hat-
vanyfuggvény kozt. Az algebra alaptétele. Fuggvények hatvinysorba fejtése.

Az érintd irdnya. A differenciilhidnyados. Szélsé éreékek.

Hatirozatlan és hatdrozott integril. Teruletszdmitds,
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Harmadik rész

18. A kér négyszbgesitése. Transzcendens szimok. Euklidész axiémarendszere. Bolyal-
geometria. Kiillnféle geometridk.

Utdirat: A negyedik dimenzié.
19. Csoportelmélet. Halmazelmélet. Antindmiik. Intuicionizmus.
20. Szimbolikus logika.

21. Bizonyitiseimélet. Metamatematika. A szimelmélet ellentmondistalansiginak bizo-
nyitisa. Kontinuumsejtés.

Utdirat: Az analizis axiomatizdldsa.

22. Elddntetlen és adott eszkdzkkel megoldhatatlan feladatok. Az Ggynevezett eldénthe-
tetlen problémik kérdése.

Fiiggelék

Matematikai nyelvészet. Specidlis grifok.
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A konyv a nem-matematikus érdekl6désa intellektudlis embernek szél:
az irodalom, 2 m{vészet, a huminum emberének. Sok szépet kaptam arrél
az oldalrél, most viszonzésul dtnydjtom a matematikdt. Hadd ldssék meg:
nem vagyunk olyan messze egymistél. En nemcsak azért szeretem a mate-.
matikdt, mert alkalmazni lehet a technikdban, hanem f6leg azért, mert szép.
Mert Jitékos kedvét is belevitte az ember és a legnagyobb jétékra is képes:
megfoghat6va tudja tenni a végtelent. Végtelenségrsl, idedkrdl hiteles mon-
danivaléi vannak. Es mégis annyira emberl, koréntsem 2z a bizonyos kétszer-
kettS: magén visell az ember alkotdsénak soha le nem zért jellegét.

A konyv népszer( volta nem azt jelentl, hogy feliiletesen nydlok a tirgy-
hoz. A fogalmak teljes tisztasdgira térekedtem — az (] megvilégitis talén a
matematikusnak Is mondhat valamit, a tanérnak bizonyéra sokat Is -, csak a
kénnyen unalmassé val6 szisztematizilds, a valéban szemléletes dolgok defi-
nidlasa, a technikal részletek maradtak el. (Az nem célja a kényvnek, hogy a
matematika technikdjira megtanitson.) Ha egy érdekl5ds didk veszi a kezébe,
képet kaphat (gyszélvén az egész matematikdrél. Kezdetben nem széntam
ilyen hézagtalannak, az anyag magétdl béviilt, Irds kdzben, egyre kevésbé
maradtak kihagyhaté részletek. Ha valamihez azel6tt az unalom emléke ta-
padt, most (gy éreztem: elSveszek valami régl lomot, lefGjom réla a port
és csillognl kezd a kezemben.

Lehet, hogy a hangot helyenként naivnak fogja érezni az olvasé, de ezt
szivesen véllalom: a nalv szembenéllds az egyszer( tényekkel mindig az G
felfedezés Izgalmét idézi fel.

A bevezetésben mondom el: hogyan keletkezett a kdnyv. Benedek
Marcell az az ré, akirdl ott sz6 esik. Neki kezdtem leveleket frni a differen-
cldlszdmitasrél, és az 8 gondolata volt, hogy ebb8l kényv Is lehetne.

Forrésokra nem hivatkozom. Sokat tanultam mésoktdl, de ezt ma mér
nem tudom elemeire bontanl. [rés kézben nem volt el8ttem kényv. Itt-ott
kényszeritd erbvel &tlott fel bennem valaml hasonlat, aminek az eredetére is
emlékeztem, pl. a remek Rademacher~Toeplitz kényvre, ® vagy Beke kit(nd
bevezetSjére az analizisbe; ha egyszer kialakult valaminek ,2"” médja,
nem frhattam mést, csak azért, hogy eredetibb legyek. FSképpen arra vonat-
kozik ez, amit Kalmér LészI6tél kaptam. O évfolyamtérsam volt és mesterem
a matematikdban; amit frok, azt elvélaszthatatlanul §tszévik az & gondolatai.
Kiilén is meg kell emlitenem, hogy téle szirmazik a ,,csokolédé-példa” a

* Rademacher—Toeplitz: Szdmokrél és alakzatokrél. Tank&nyvkiadd, 1954.
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végtelen sorok tdrgyaldsiban, és a logaritmus-tdblék kiépitésének egész gon-
dolatmenete is.

Keresztneviikon idézni fogom &nkénytelen kis munkatérsaimat is az
iskolapadokban; 6k majd magukra ismernek. Itt emlitem meg Katé tanitva-
nyomat, aki most végezte a negyedik polgérit, és még keletkezésében szdlt
hozz4 a kényvhéz: neki készénom, hogy a tehetséges didk szemével is latni
tudtam az anyagot.

A legfontosabb segitség azonban a ,,nem-matematikus érdekl8désd em-
ber" hozzdszéldsa volt. Kedves baritom, Lay Béla szinhdzi rendez8, aki mind-
eddig azt hitte, hogy nincs fille a matematikéhoz, végig kovette az alakuld
fejezeteket; csak az utdn tettem pontot, amivel 6 meg volt elégedve. Nélkiile
taldn létre sem jott volna ez a konyv.

A matematikus szemével Csillag Pil vizsgélta felil a kéziratot; az utolsé
pillanatban Kalmér LaszI6 is tudott idSt szakitani egy gyors 4tfutisra; nekik
koszonhetem a biztonsdg érzését.

Budapesten, 1943 6szén.
Dr. Péter Rézsa
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EL6SZO AZ UJABB KIADASOKHOZ

ElGsz6 az 1957-es kiaddshoz

1943 6ta 14 eseményektdl terhes év telt el. Ezalatt Csillag P4l matema-
tikus baritom és Katé tanitvdnyom (Fuchs Katd)a fasizmus dldozatéul estek.
Anna tanitvidnyom apja, akit annak idején illegdlis munkdsmozgalmi tevékeny-
ségéért 17 évi bortonre ftéltek, kiszabadult; fgy ma tzlin mir Anna képzele-
tében is taldlkoznak az egyméshoz egyre jobban kozeledd egyenesek (lésd a
215. oldalt). A kiadisra kész kényv nem jelenhetett meg a német megszillis
alatt; a készletet ezalatt bombatalélat is érte. A megmarade példinyok az
1945 — &5 elsé szabad kényvnapon Jelentek meg. A kényv német forditisa
a malt évben jelent meg és azonnal el is fogyott; nemrég késziilt el a misodik
német kiadds. Hilds vagyok a Bibliotheca Kiadénak, hogy most lehet&vé teszi
a kényv elterjedését a magyar olvasék kozétt is.

Az olvasé vegye figyelembe, hogy a kdnyv az én 1943-as gondolkoddsmé-
domat tiikrézi; alig valtoztattam rajta. Csak a befejezés vdltozott meg lénye-
gesen: azéta Kalmér Lszléval kézésen bebizonyltottuk, hogy az dgynevezett
mabszol(t eldénthetetlen problémak” létezése kovetkezik Godel relativ-
eldénthetetlen problémékrél sz6l6 tételébdl; mérpedig a kovetkezmény
semmi esetre sem lehet nagyobb horderejd, mint az a tétel, amelybd| kovet-
kezik.

Budapest, 1957 tavaszin.
Dr. Péter Rézsa

Az 1963-as kiadds mindossze egy Gj eredményt kozld ldbjegyzetet flzott
az el6z6hoéz.
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Az 1969-es kiaddsért

nagy héléval tartozom a Tank&nyvkiadénak, melynek vezet8i gondjaikba vet-
ték ezt a nagyon keresett és régdta nem kaphaté kényvet. Az (] kiadéds az
el8z6t8l sajtShibdinak korrigilisin és néhiny adatnak a mai helyzethez iga-
zftdsdn kiviil abban tér el, hogy figgelékként felvette egy nagyon ideilld
cikkemet, amely a Magyar Tudoményban jelent meg, és a , Jiték a végtelen-
nel”-re is hivatkozik. Cime: Formabontés a ,,két kultdra” ellen. Lirai mon-
danivaléja mellett a matematikai nyelvészetbdl ad zelitét.

Idékozben megjelent a kényv szlovék, romén, angol, amerikai, lengyel,
svéd, holland, dan, 3-ik és 4-ik német és két szovjet kiadisa; megjelenSben
van az olasz és a cseh kiadés.

Budapest, 1969. februdr.
Dr. Péter Rézsa



